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I (12,5 val.)

1. (5,5 val.) Determine os seguintes integrais:

1 2 i !
In(1
i)/o %d% ii)/o ez e sy, iii)/o T

Resolugao.

(i) Da formula de Barrow tem-se

/1 xIn(1 + 2?) dr — In?(1 + z?) 17 In*(2)
0 x2+1 - 4 0 o 4 )

(#i) Integrando por partes,

/01 2(z + 1) arctgz dz = [(z + l)zarctgw]é - /01 %dz =
! 2z 1
77—/0 1+mdx:7r— [m—i—ln(l—s—xQ)}O:ﬂ'—l—an.
(iid)
A fungéo integranda m ¢ uma fungao racional prépria que se decompoe em fracgoes simples,

obtendo-se a igualdade seguinte para o integral,

! x L L
—————dr=A d B d
/0 213z 12" /0 x+1 v /0 z12™

A determinacao das constantes A, B é feita pelo método dos coeficientes indeterminados ja que

r=A(x+2)+B(x+1), ouseja z+0=(A+B)z+ (B+24)x

A+B=1
2A+B=0

obtendo-se A = —1, B = 2, e da férmula de Barrow vem

1 1 1
x -1 2 1 1

—————dr = —— dz+ de = —|1 + 1]]g+2[1 +2|]g=—In242In3-21n2

/0 oy /0 o /0 et [In |z + 1|];+2 [In]z + 2], n n n



2. (3 val.) Designe-se por A a regiao limitada pelas linhas de equagéao
y=In(z+1), y=0, r=e—1.
Esboce graficamente a regido A e calcule a sua area.

Resolugao.

A figura descreve a regiao em questao

De In(xz 4+ 1) = 0 tem-se = 0, obtendo-se a seguinte expressao para drea da regido plana

e—1
/ In(z+1)de =1
0

X

uma vez que P(ln(z+1)) = zIn(z+1) - P(Z;) =
da férmula de Barrow tem-se

:z:ln(erl)—P(l—H_%) =zln(z+1)—z+In(z+1),

e—1
/ In(z 4+ 1);dz = [In(z + 1) —;13+1n(33—|—1)]871 =1.
0

3. (4 val.) Seja a funcao
2z
G(z):/ (x—l—l)etzdt, zeR.
0

i) Defina a funcao derivada de G.

ii) Indique o polinémio de Taylor de 2° grau em poténcias de x associado a fungao G.

xT
Resolugao. i) A funcdo F(z) = et dt é um integral indefinido cujo integrando é uma fungao
0
continua em R e portanto F' é diferencidvel do teorema fundamental do célculo. Como G(z)
(z + 1)F(2z), resulta G diferencidvel, do produto e composigao de fungdes diferencidveis.

A fungao derivada de G é definida por G’ : R — R e

G'(z) = (¢ + 1)F(20)) = F(22) + 2(x + e .

i) G(0) =0 . A fungdo G é pelo menos 2 vezes diferencidvel em R,
G"(z) = (F(2z) + 2(z + 1)e*™’) = (2¢*") + 2¢*” 4+ 162 (z + 1)e*™
O polinémio de Taylor de 2° grau em poténcias de x associado a fungao G é
72
Py(x) = G(0) + G'(0)x + G”(O)? .
com G(0) =0,G'(0) =2,G"(0) = 4.

II (7,5 val.)



1. (4 val.) Analise a natureza de cada uma das séries seguintes e no caso de convergéncia, indique a soma
de uma delas

o 2n+1 c9 1 n+1
DR N D o O LI D oee 2
:1—71' —n(n+3)+n 37(n + 1)!

o0 n
- . 2 . o s - < 2

Resolugao. i) A série 2 E é convergente, pois é uma série geométrica de razao R =

\1-m -

e
com |R| < 1 e tem soma
o) 2
2 " _ = 4
2 1 =2 5= T .
n=1 - == =

.. . ~ V. a s
i) Considerem-se as sucessoes a,, = #:‘3")1_% eb, = i% Tem-se limy, 4 oo b—n =1 R*. Do critério

oo oo " oo
de comparagao as séries E ap e E b, tém a mesma natureza. Como a série E b, é uma série de

n 1 n=1 n=1
— /n¥l .
Dirichlet convergente, E — comp=3 > 1, a série 7, AnE3) é também convergente.
1i1)
. -~ _ nn+1

Considere-se a sucessao a,, = T

aner (D" 34 ()" <1+1>” (n+1)?

an  3vti(n+2)! nntl o 3(n42)nntl 3(n+2)n
a (&2 s
Tem-se lim,, o ot 3 < 1. Do critério de D’Alembert a série E a, é convergente.
an
n=1

2. (1,5 val.) Determine o maior intervalo aberto de R onde é absolutamente convergente a série de poténcias

i% z +2)"

Resolugao.
o0
. A . s 1
Tem-se para o raio de convergéncia da série Z Snmy (z +2)"*
n=1
2n+1(n+1)
r= lim a"\: lim — =2
n—+00  Qp41 n——+oo 2mn
A série Z (z +2)"*! converge absolutamente para —2 < x +2 < 2. O intervalo | — 4,0[ é o

oo

maior intervalo aberto onde a série de poténcias Z onny (x + 2)"T! é absolutamente convergente.
n

n=1
o0
3. (2 val.) Supondo que Z an, € uma série convergente de termos positivos, indique, justificando, qual a
n=1

natureza da série

i (cos(an) — 1)
n=1



o0
Resolugao. A série E a, € convergente entdo lima, = 0. Consideremos a série de termos nao

n=1

(o)
negativos Z (1 —cos(ay,)). Em R através da regra de Cauchy pode obter-se

n=1

. 1—cosx . (1—=cosz) . senz 1
lim 5 =o=lim ———— = lim —— = _.
z—0 T 0 x—0 (.T )/ z—0 23;' 2

Assim para toda a sucessdo nao nula a,, — 0 tem-se

1 —cosa, 1
72 % - e R.
az 2
o0 oo
pelo critério de comparagao as séries E (1 —cosay) E a? sio da mesma natureza.
n=1 n=1

o0
Ja a série g ai é convergente pelo critério geral de comparacao, uma vez que, lima, = 0 = a, <
n=1

1, Vn>m,tem—seai<an,Vn>m.



