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I (12 val.)
1. Determine o valor dos integrais:
1 2 0
zIn(1+ 2?) .
i —=d i t 1)d
i) /0 2 1 @ ii) /_1 zarctg(x + 1) dz

Resolugao.

(i) Da formula de Barrow tem-se

/1 xIn(1 + 2?) dr — In?(1 + z?) 171n2(2)
0 .T/'2+1 T 4 07 4 ’

(74) Integrando por partes,
0 2 0 0 2 0
T 1 T 1 2x + 2
/_lxarcg(x-i-) x [Qarcg(a:—&- )}_1 2/_11+(x+1)2 z 2/_1 o on a2

assim

0

1 1 1

/ xarctg(z + 1) dx = ~5 [z — ln(2+2x+x2)]21 =-3 + 51112.
-1

2. Designe-se por A a regiao limitada pelas linhas de equagao

y =arcsenz, y=—2r e Y=

NN

Esboce graficamente a regido A e calcule a sua érea.

Resolugao.

A figura anterior descreve a fronteira da regiao em questao




De § = (—2x) tem-se x = —75 e de § = arcsenx tem-se = 1, obtendo-se a seguinte expressao para

area da regiao plana

0 o w2
—(—2x)d = — dr = —+1
/ (—2z) dx +/0 5 ~arcsens dv = T +

bl 3

jus
4

uma vez que P(arcsenz) = xarcsenz — P( \/1i7) = zarcsenz + v 1 — 22 e da férmula de Barrow se
tem

1 1
/o g—arcsenx dx = [gz—(:carcsenx+ 1—352)}0 :2—24—1.

. Seja a fungao

2 e*
= —dt R.
s@) = [ grmdt, e

i) Defina a funcao derivada de g.

t

ii) Determine, usando a mudanga de varidavel u = e’, o valor de g(0).

iii) Indique o polinémio de 2° grau em poténcias de z associado a fungio g.
Resolugao.

xr
1) A funcao F(x) = / 3o dt . é um integral indefinido cujo integrando é uma fungao continua
1 e

em R e portanto F' ¢ diferencidvel do teorema fundamental do célculo. Como g(x) = e”F'(§), tem-se
g diferencidvel do produto e composicao de fungoes diferencidveis.
A fungdo derivada de g é definida por ¢ : R - R e

0
1
i) g(0) = / dt . Integrando por substituicdo, usando a mudanca de varidvel, u = e?, tem-se
1

34 e2t
1 e
1 1 1
— ——dt = — —— = du.
/0 3+ et /1 3tuzu

A funcao integranda é uma fungao racional propria que se decompoe em fraccoes simples, obtendo-se
a igualdade seguinte para o integral,

€ 1 1 1 ¢ Bu+C
——— du=A —d —d
/1 3ra2u /1 u ut 1 34 u? "

A determinacao das constantes A, B, C' é feita pelo método dos coeficientes indeterminados ja que

1=AB+u*) + (Bu+C)u, ouseja O0u’+0u+1=(A+ B)u?+Cu+3A

obtendo-se A = %, B = —%, C =0, e da formula de Barrow vem
11 1 1 e 1 In(3+¢?) In(4)
ON=-—[ — = du=—=1] S+ = [In3+u?] =—= -
9(0) /1 syt @= g+ g B +etl], = -5+ = 6

1i1) O polinémio de 2° grau em poténcias de x associado & funcdo g é da forma

2

Po() = 9(0) + g (0)x + 4" (0)5;



Usando os resultados das alineas anteriores, determinam-se os diferentes coeficientes polinomiais,

1 In(3+¢?) In(4) , 1 € 1
0) == - 0) = g(0) + = —— = g(0) + =
9(0) st % AL g()+23+60 9(0) + 3

x

) =0t s SO =IO+ 5

@) = (960 + 5 75

4. Mostre, atendendo a que senz = sen(m — ), que sendo f uma fungdo real de varidvel real continua se

tem

/OTr xf(senx)dx = g/oﬂ f(senz)dz.

Resolugao. Atendendo a que senx = sen(m — x) e utilizando a mudanga de varidvel u = 7 — x

" ef(senz)dz = [ xf(sen(r — 2)) do = ’ (7 — w)f(senw) (—1)du.
/ J /

Tem-se - - .
/ wf(senx)dx:/ Wf(SeIII)dl'—/ zf(senz)dr,
0 0 0
ou seja
2/ xf(senx)dm:/ 7f(senx)dr,
0 0
vindo

/07T xf(senzx)dr = ;r/ow f(senz)dx.

II (8 val.)

1. Analise a natureza de cada uma das séries seguintes e indique a soma de uma delas

= 1 " = n%cos(n!) o= (n—2)!
02(1”2) TEOD D e D Dhm e o

n=0 n=1 n=2

- = r\", o » " _
Resolugao. i) A série g ﬁ é convergente, pois é uma série geométrica de razao R =
Vs
n=0

53 N R
1+72)  1-—-5 2

n=0 1472

1 .
T < 1 e tem soma

ii) De |cos(n!)] <1eden?+1>n2 vem

nz cos(n!) nz 1
n2+1 |~ n2 g3
(oo} oo
Sendo a série Z — uma série de Dirichlet convergente (Z — com p = 2 > 1), aplicando o critério
n2 np 2
n=1 n=1
o0 1
< L. nz cos(n!)| , .
geral de comparacao tem-se que a série Z a1 | ¢ convergente e consequentemente a série
n=1 ns+
1
nz cos(n!) , .
Z — ¢ igualmente convergente.
ns+1
n=1
n—2)! n —2)! 1
1i1) Tem-se ( ) < ( ) =
nl 42 n! n(n—1)

. a -
eb, = n% Tem-se lim,, 4 oo b—" =1 € R*. Do critério

Considerem-se agora as sucessoes a,, = ﬁ
n



oo o0 oo

de comparagao as séries g a, e E b, tém a mesma natureza. Como a série E b, é uma série de
n=1 n=1 n=1
oo 1 —+oo
Dirichlet convergente, E — com p = 2> 1, a série E ﬁ é também convergente.
n n(n —
n=1

n=1
Finalmente, da desigualdade inicial, aplicando o critério geral de comparagao, da convergéncia da série

= X (n—2)!
Z m tem-se a convergéncia da série Z T2
n=1 n=2

2. Seja a soma das séries de poténcias

- « n - n n
PIE e (GEPILAERD DI C VI ETO
n=1 n=1

em que « € uma constante real.
i) Determine um intervalo de R em que é convergente a soma das séries.

ii) Sendo « = 0 indique a fung¢ao soma e o valor dessa fungdo quando = = 1/2.

Resolucao.
o0
AT . N 4 o 2n+1
1) Tem-se para o raio de convergéncia da série T (x—1)
n=1 +
a |ov]
rp= lim |——|= lim 2|:‘1 2
— —
n——+oo an+1 n——+oo T

A série Z a (x — 1)1 converge absolutamente se |(z —1)?] < 2,ie 1 -2 <z < 1+ 2.
n=1

2n + 1
o0
Tem-se para o raio de convergéncia da série Z(—l)"(l —z)"
n=1
ro = lim | an =1

n—-+o0o anJrl

A série Z(—l)”(l — )" converge absolutamente se [l —z| < 1,ie 0 <z < 2.
n=1

Como a soma de séries convergentes é convergente, a série

oo

Z 2no_é|_ 1 ($ - 1)2n+1 + Z(il)n(l - I)n ’

n=1
converge para z €]0, 2[.

i) f:0,2[» R, f(x) = 2=L

S (3) =S (4 =

n=1

3. Supondo que 220—1 an € uma série convergente de termos positivos, indique, justificando, qual a natureza

das séries

oo oo
> a Y o
n 2
n=1 n=1 3+ n
> 3
Resolugao. A série E an € convergente e lima, = 0. Tem-se lim% = lima, = 0 e aplicando o
n
n=1

o0

critério de comparacao a série E ai é convergente.
n=m



oo

1
Ja a série Z 352 é divergente uma vez que, lima, = 0, e lim 35 a2 = 370 # 0 nao sendo
1 n

= n
satisfeita a condi¢dao necessaria para a convergéncia da série.



