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Calculo Diferencial e Integral I
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Apresente todos os calculos e justificagoes relevantes

I (12 val.)
1. Determine o valor dos integrais:
1
p——; 7 ii)/2 S S— iii) fl (x — 1) arctgz dz .
1 aVmaztl o (@-1)(z-1) 0

Resolugao. (i) Da formula de Barrow tem-se

/18 Nﬁdm,: [2 (lnx—&-l)}j:?(x/ﬁ—l).

(#4) A fungdo integranda é uma fungéo racional prépria que se decompée em fracgoes simples, obtendo-

se a igualdade seguinte para o integral,
3 1 1
dx—G—B/ da:+C’/ ——dr
o r—1 o (x—1)?

/ @OE-D A/

e da férmula de Barrow tem-se

/oé md Alln|z + 1 + B[ln|z — 1)) [__11}5

A determinagao das constantes A, B, C é feita pelo método dos coeficientes indeterminados ja que

r=(A+B)2*+ (-24+C)z+A-B+C,

vindo que
A+B=0
—2A+C=1
A-B+C=0.
Obtém-se A=—1, B=1, C =131,
: 1 1 1 3
2 T N . B )
ST ¢ 1 2+ -njz—12 4+ = |—| =Inv3+1.
/0 (22 —=1)(z—1) v [n|a:—|— Io + 4[11‘4” ”0+2[x—1]0 nv3 4+

(791) Integrando por partes,

1 1 2
1(x—1
arctgx} 7/ 7(30 ; dr =
0 0o 2 1+4+=
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/01 (x — 1) arctga der = [(x



2. Calcule a area da regido plana D C R? limitada pelas linhas
y=x(z—1), W= 2 .

Resolugao.

A figura seguite descreve a fronteira da regiao em questao

De z(x — 1) = 2z tem-se z = 3, obtendo-se a seguinte expressdo para a area da regido plana

3 3
/ 2x—m(x—1)da::/ 3v — 22 du,
0 0

vindo, da férmula de Barrow,

3 2 313
/3mfx2dx: s o :g.
0 2 3|, 2
3. Seja f uma funcao continuaem Re g: R — R

_ [ IO

i) A fungao g é diferencidvel em R? Justifique e defina a funcao derivada de g.

ii) Sabendo que f é uma funcao par (f(t) = f(—t), Vt € R) o que pode concluir sobre a paridade de g?

Justifique.
Resolugao.
x t , . . . . . ~ p
i) A funcdo F(z) = fo 1f_£ |)t| dt é um integral indefinido cujo integrando é uma fungao continua

em R resultante da composicao e do produto de fungoes continuas sendo F' é diferenciavel em R
] t
do teorema fundamental do cdlculo. Como g(x) = F(2z) = 02"8 1f+( |)t|
de fungoes diferenciaveis, g é também diferenciavel em R. A fungao derivada de g é definida por
g :R—>Re
f(2z)

=2 .
1+ |2z

dt , resulta da composicao

g'(x)

.. 2z f(t)
W) o) = 7

a paridade da funcgao f tem-se

—2x f(t) B 2x f(—u) B L 2x f(u) w— —afa .
/0 1+mdt_/o T (=) du = /0 L du=—gr)  VeeR.

dt . Integrando por substituicao, usando a mudanca de varidvel, t = —u, e

Ou seja a funcao g é impar.



II (8 val.)

Estude a natureza de cada uma das séries seguintes e determine a soma de uma delas
(e9)

! n’

, iii E _—— .
n=—1

oo
2me™" , ii
)2 Vit )

(2) é convergente, pois é uma série geométrica de razdo R =2/e < 1

Resolucao.
i) Asérie) 2 2% =3 (2 "
e tem soma
—\e C1- % e—2
ii) A série Y7 ”+317)L|), nl =>, (g;l;! é convergente do critério de D’Alembert, uma vez que
" 1 1)! ! 1)2
lim 22 = lim (n+1)(n + )/nn = lim (n+1)
n—+oo an, n—+oo  (3n+ 3)! (3n)! n—=+oon(3n+3)(3n+2)(3n+1)
1 1+1
lim Fln g,
n—too n2 3(3+2/n)(3+1/n
jii) Considerem-se as s = b= =L Tems
ii4) Considerem-se as sucessoes a,, = e € = N em-se
lim % =1eR*.

n—+o0o O,
e}
n=1

oo
Do critério de comparagao as séries g a, e E b, tém a mesma natureza. Como a série E b
n=1 n=1
+oo
n2 re 7
é também
vVn+1(nd+1)

1
uma série de Dirichlet convergente, Z — com p = 3/2 > 1, a série Z

n= 1
convergente.

Considere a série de poténcias
o0
3
> ser.
— n(n+1)

Determine o conjunto dos ntimeros reais onde a série é absolutamente convergente

Resolucao.
Tem-se para o raio de convergéncia
_3
e T T 5 5) N T O
n—-+00 n n

r= lim | =
n—-+4oo a,nJrl n—-+4oo W

converge absolutamente se |z| < 1, i.e —1 < z < 1. O intervalo de convergéncia

A série g —_—
n(n+1
n=1 ( + )
da série | — 1, 1] é o maior intervalo aberto onde a série converge absolutamente
Falta analisar os pontos de fronteira do intervalo de convergéncia. Para x = 1, a série numérica

converge absolutamente do critério geral de comparagao com a série de Dirichlet con-

- 1
3wt
— n(n+1)
= 1
1
vergente z:l oY uma vez que oy < 2
n=
= (1 .
Para x = —1, a série numérica 3 Z nn+1) também converge absolutamente pois a série dos médulos
n=
n" = n(n+1), ¢ a série estudada em x =1
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L]
o0
3. Se a série E a, é uma série convergente de soma s qual a natureza da série

n=1

o0
Z (an + 2ap4+1) ?
n=1

Se for convergente qual o valor da sua soma?

o0
Resolugao. Se a série E a, € uma série convergente de soma s, a série

n=1

o o o0
Z (an + 2ap+1) = —2a1 + Z an + 2 Zan
n=1 n=1 n=1

é igualmente convergente resultante da adicao de 2 séries convergentes e de soma 3s — 2a; .

4. Seja h : R — R,uma fungao diferencidvel em R, tal que h(0) = 1 e h/(z) > 0, z € R. Diga justificando se
sao convergentes ou divergentes as séries

2R, 2 Fmr

Resolugao. Como h'(z) > 0, z € R, a funcao h é estritamente crescente. Como h(0) = 1, h(n) > 1,
para todo n € N entao lim h(n) # 0, ndo satisfazendo a condigdo necessiria para a convergéncia de
o0

séries, ou seja a série g h(n) é divergente.
n=1
h(n)

m < 1 para todo n € N. Tem-se

Usando novamente as consideragoes iniciais, tem-se h(n) > 0 e

oo

e .. o ~ . .. 1 .
Satisfeita a condigdo do critério geral de comparagao, como a série de Dirichlet E — € uma série
n

n=1

.~~~ h(n)
convergente a série Z A

W é convergente.
n n

n=1



