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1. Considere os seguintes conjuntos:

|z — 2| (=n"
A= R: >0 B = : N
{z € 2w 2 } { " n €N}
(i) Mostre que AU B =] — v/2,v/2[U{2}. Verifique se os conjuntos A, B, sdo

majorados ou minorados e caso sejam, indique em R, o conjunto dos majorantes
e dos minorantes dos mesmos.

Solugoes:
A =] —V2,V2[u{2}, BCA,  Maj(A) = [2,+o0],
Maj(B) =[5, +ool,  Min(4) =] 00, V3, Min(B) =] - o0, 1

(ii) Caso existam, determine em R, o supremo, infimo, méximo e minimo de cada

um dos conjuntos A, Be (AU B)\ Q.

Solugoes:

ap((AUB)\Q) = V3, inf((AUB)\Q) = —v3\0Q
Nao existe max ((AU B) \ Q) nem min ((AU B) \ Q)

sup(A) =2, sup(B) = % inf(A) = —v2, inf(B) = —1,

Nao existe min(A), mas existem, max(A) =2, max(B) =31, min(B)= -1

2. Usando o principio de indugao matematica, demonstre a seguinte afirmacao:

ik(k_l):n(n+1)6(2n—2)7 —
k=1

3. Considere a fungao f: R\ {0} — R definida por

7 cos(ex )
_— se x < 0.

flz) = 2 1
arctan (—) , sex > 0;

12



(i) Estude a funcao f do ponto de vista da continuidade.

(ii) A funcdo f é prolongédvel por continuidade em x = 07 Justifique. Em caso
afirmativo, defina a funcao prolongamento de f.
Resposta:

Uma vez que existe lim,_,o f(x) = 7, o prolongamento ¢ a fungao F', F': R — R

definida por
5 se x = 0.

4. Considere a fungao g :Joo, 1[— R definida por
2

xel =% se x < 0.
g(x) =
sen(arccos(z)), se0 <z < 1;

(i) A fungao g ¢ diferencidvel em x = 07 Justifique.

Solucoes:
A funcdo g(x) nao é diferencidvel em x = 0, uma vez que nao é continua em
x=0

9(0) # lim g(z) = 1

x—0

(ii) Determine ¢'(z) para x < 0.

Solugoes:

/ 1-22\’ 1—2? 1—a? 2\ 1—z?
g(x)z(xe >:e —|—x<—2xe >:(1—2x)e :

111 SCreva a equacao da reta tangente ao grarco de no ponto de coordenadas

iii) E cio da reta tangente ao grifico de g to d denad
=, = . 1ndique o valor da derivada da Iuncao 1mmversa da unc¢ao restrita a
1 g(4)) . Indi lor da derivada da funcio | da funcéo g restrit

]0, 1] no ponto g(3). Justifique.

Solugoes:




5. Sejam a,b,c € R, a < ¢ < b e considere h : [a,b] \ {¢} — R uma fung¢ao continua.
Se existirem em R, h(ct) e h(c™), mostre que h é uma fungao limitada.

Esbogo da dem.: Existindo em R, h(c") e h(c™). Se h(ct) = h(c™), h é prolongavel

por continuidade em x = ¢. Sendo H o seu prolongamento, H é continua Em [a, b],
do teorema da limitagao H ¢ limitada em [a, b] ou seja o conjunto H ([a,b]) é limi-
tado. Como h ([a,b] \ {c}) C H ([a,b]), o conjunto h ([a,b] \ {c}) é limitado, ou seja
h é limitada.

Se h(ct) # h(c™), hlja. € prolongével por continuidade em = = ¢~. Sendo H; o
seu prolongamento, H; é continua Em |[a, c|, sendo H; limitada em [a,c| e conse-
quentemente hlp, o é limitada. Analogamente se conclui que A, ¢ limitada sendo
h limitada em [a,b] \ {c}.



