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I (6,5 val.)
1. Considere a sucessao x,, crescente definida por

1+a2

T = 07 SL’n+1 = 2

n € N.

(i) Mostre por indu¢ao matemética que x,, < 1 para todo n € N.
(ii) A sucessao z, é convergente? Em caso afirmativo determine o seu limite. Justifique.

Resolugao.

(i) Por inducdo matemética, para n = 1, tem-se z; = 0 < 1. Mostre-se que se z,,, < 1 entao
Tme1 < 1. Assim, como x,, > 0 por ser uma sucesséo crescente, da hipdtese de indugao,

[1+4 22, /1
T, <1, tem-se x < 1 donde vem + ou seja Tmy1 < 1.

(ii) A sucessdo z, é convergente, dado que, x,, ¢ mondtona (crescente) e sendo 1 <z, <1 Vn €
N, z, é também limitada. Represente-se o limite de z,, por z.

Toda a subsucessao de z,, é convergente, em particular x,,41 — z. Por outro lado a sucessao
1+ 1+22 |
5 também é convergente e o seu limite é 7 vindo

1—1—9172:> 5 1l+a?

= — = 0
v 2 ’ 2
Concluindo-se que = = 1, uma vez que x, > 0.
2. Sejam as sucessoes
n+ 1! +5"(n+1) (2n)!In™
== 3 —_— ) 6 N.
" 2nln + nS on (3n)! "

(i) Determine, em R, os limites das sucessdes u,, € vy,.
(ii) Indique o conjunto dos limites das subsucessoes de w,, = arcsen((—1)"uy) + {/Up.
Resolugao.
(i)

5" (n+1)

1!+ 57 1 n 1+ = 1 1+ 1
lim u,, = lim (n+D!+5%n+1) = lim (n+1)! ( +1)' = lim nt lim n!s ==
2n!n + nb 2n!n 14 inn 2n 14+ %Z' 2



1 1
uma vez que =-(1+-)— e da escala de sucessoes
n

2
5 n
TS0, 250
n! n!
2n)!n™
limwv,, = n)tn =0.
(3n)!

uma vez que
(2n + 2)!(n + 1)+

. Ung1l . (3n + 3)! B
lim o lim )" =
(3n)!

(2n+2)(2n+1) (1+ 1)” — lim (2+2/n)2+1/n) _ de
3(3n+2)(3n+ 1) 33 +2/n)(B+1/n) 27

n

(ii) Tem-se da alinea anterior,

. . Upg1  4e
lim /o =1 _ e
im {/v,, = lim o 5

A sucessao w, = arcsen((—1)"u, )+ /v, néo é convergente, uma vez que, as subsucessoes way,

e Wop_1 sao convergentes em R e lim wsy, # limws,_1. O conjunto dos sublimites de w, é o
de ™ 4e

junto {—— + +
conjunto §y —— —_—, = —r.
o 6 2776 27

I1 (13,5 val.)

1. Considere a fungao f : R — R definida por

x

x—l—i—z—lz, se x > 0;
fz) = 5
(14 42°) arctg(2x) — 2z, se z <0.

(i) A funcao f é continua em x = 0?7 Justifique.
(ii) Defina a fungao derivada de f.
(iii) Analise a monotonia de f em RT. Em R* a funcdao f tem extremos locais? Justifique.
)

(iv) Conclua se a fungdo f tem inversa em R~ e determine, se existir, a derivada da func¢do inversa em
1
f(=3)-
Resolucao.

(i)

. 1 1 . 1 1 . —xr+1
lim (t——+— )] =04+ lim (——+ — | = lim = 400
20+ z  z? 20+ z  x2 z—0+ 2

A fungéo f néo é continua no ponto 0.

(ii) A funcdo f nado é continua no ponto 0 logo nao é diferencidvel no ponto 0. Em cada um
dos intervalos, z > 0 e z < 0, a funcé@o é diferenciavel, pois resulta da soma produto e
composicao de fungoes diferenciaveis.

F iR\ {0} - R

1 2
Fl@) = 1—|—;—E, se x > 0.
8z arctg(2x), sex < O0;

S+x—2 —1)(2? 2
(iii) Tem-se para x > 0, f'(z) = ‘ +»§ = (z= D@ 3+ z+2) e f/(1)=0.
T x
Para 0 <x <1, f(z) <0 = f é uma fungao decrescente.
Para z > 1, f/(x) >0 = f é uma funcao crescente.
Concluindo-se que f(1) = 1 é minimo local.



(iv) Para < 0 tem-se f’(x) > 0 concluindo-se que f é uma fungéo estritamente crescente.
Consequentemente f é injectiva e tem inversa. Seja g = f~ 1. f(—%) = 2arctg (—1)+1=

2—m
2

2—7, I 1 1
)= (1) —darctg(-1) .

2. Mostre que a equacao
e =4 — g2

tem duas solugoes e que essas solucoes sao as Unicas.

Resolucao. Seja f(z) = —4+a%+e®, f é continua e diferencidvel em R. Como f(—2).f(0) < 0
e f(2).f(0) < 0, do teorema de Bolzano tem-se a existéncia de pelo menos um zero da funcao
fem]—2,0[e]0,2[. Vejamos que sao unicas.

Se existissem trés zeros de f. Entao do teorema de Rolle, existiriam dois zeros da funcao
derivada de f, o que ndo é possivel pois f’(z) = e* +2 > 0 e a fungdo f' é estritamente
crescente em R logo injetiva e assim f’ tem um tnico zero. «

3. Determine, se existirem, os limites em R:

. In(sen ) - ) :
(l) z—%~ W’ (”) il_r)% (ln(x —|—1)) .
Resolucao.
(i)
In(sen )

z—Z- cotgw

| 0
Da regra de Cauchy, uma vez que lim,, - n(Lnx) = -

cotgx 0
Ccos T
/
In(sen x
M = lim % = — lim senzcosz =0
x5~ (Cotga:) S =5~
sen? x

(i) )

lim (In(z®+1))" =€’ =1

x—0
de facto, uma vez que

: 2 z _ limzﬁgxln(ln(a:QJrl))
lim (In(z®+1))" =e

In (In(z? + 1
e da regra de Cauchy, pois lim,_,o M —

1/z oo’
2x
!

. In (ln(x2 + 1)) . (@2 +1)In(z2 +1) . —2z3 0
lim ———— = lim = lim [
z—0 (l/gj)’ z—0 1 z—0 (mz + 1) ln(x2 + 1) 0

2
(—23@3)/ 3x

lim =—lim ————— =0
e=0 ((#2 + 1) In(22 + 1))’ a—0 In(z2 +1) + 1

4. Seja f :)0,1]— R uma funcio diferencidvel em R que tem prolongamento por continuidade, f, a 0 e 1,
tal que f(0) = f(1) = 1. Se a equacdo f'(x) = 0 tiver exatamente n solucdes, 1,2, ..., Tn, € f(z;) # 1
para cada ¢ = 1,...,n, mostre que o numero de solugoes da equagdo f(z) = 1 é precisamente igual ao
numero de valores de i = 1,...,n — 1, tais que

(f(z:i) = D)(f(xig1) — 1) < 0.



Resolucao.

Seja g(z) = f(z) — 1, 2 €]0,1], ¢ :]0, 1[— R é uma funcéo diferencidvel em R e tem prolonga-
mento por continuidade a 0 e 1, que se representa também por g e tal que g(0) = g(1) =0e
J(2) = f'().

A equagdo g(z) = 0 tem em [z;, z;11] pelo menos uma solugao pelo teorema de Bolzano, ja
que g(x;)g(xi+1) <0 paracadai=1,...,n— 1.

Vejamos que a solucdo é tnica em |x;, z;41[ para cada i =1,...,n — 1 pelo teorema de Rolle.
Admita-se que existiam duas solugoes ¢;,, ¢;,, ¢, < ¢;,, da equacdo g(z) = 0 em |z;, x;11] para
cada i = 1,...,n — 1, entdo existiria d; em |¢;,, ¢;,[ tal que ¢'(d;) = 0, o que nao é possivel

pois apenas z; j = 1,...,n sao solucdes de ¢’(z) = 0.



