TECNICO
LISBOA

Célculo Diferencial e Integral I
1°teste - MEMec - versio A

12 de Novembro de 2016 - 8 horas

I (6 val.)

1. Considere a sucessao x,, definida por
z1=0, zpp1=1+v1+2, n € N.
(i) Mostre por inducdo matemadtica que z,, < 3 para todo n € N.

(ii) A sucessdo x, é crescente? Justifique.

(iii) A sucessdo z, é convergente? Justifique e em caso afirmativo determine o seu limite.

Resolugao.

(i) Por indugdo matemdtica, para n = 1, tem-se 7 = 0 < 1. Para n = m, mostre-se que se
Ty < 3 entao xy,41 < 3. Sendo x,, < 3, como z,, > 0, tem-se 1 + z,,, < 4 donde vem
1+V14+z, < 1+\/10usejaxm+1 < 3.

(ii) Mostremos que 2, 4+1— 2, > 0 para todo o n € N. Por indugédo, paran =1, xzo—x; = 1—0 > 0.
Para n = m, mostre-se que se ,,+1 — T, > 0 entao z,,42 — Tpp41 > 0.

merl — Tm > 0

xm+2_xm+1:\/1+xm+1_\/l+xm: VIt Zma +VI+ 2,

uma vez que /1 + Zmi1 + V1 + 2 > 0 e da hipétese de indugdo zp, 41 — T > 0.

(ii) A sucessdo u, é convergente, dado que de (i), a, é mondtona e como z; < x, < 3 Vn € Nb,
x, € limitada. Represente-se o limite de x,, por x.
Toda a subsucessao de z,, é convergente, em particular x,41 — z. Por outro lado a sucessao
1+ +/1 4+ x,, também é convergente e o seu limite é 1 + /1 + x, vindo

r=14+VI+r=>(x-12-(1+2)=0
Concluindo-se que = = 3, uma vez que x,, é crescente.

2. Sejam as sucessoes

n? \*" (3n)!
n = — 5 n — 5 E N.
“ <n2+4> Un T 5 o "

(i) Determine, em R, os limites das sucessoes u,, € vy,.

Uy, + Y Un

(ii) Indique o conjunto dos limites das subsucessoes de w,, =
cos(n)

Resolucgao.



’I’L2 2n
limu, =1 —_ =1
1mu 1m <n2+4>

uma vez que

n? >2” 1 1
lim (| —— = lim = =1
1+ w2
|
limv,, = lim (3n).2 =
242n
uma vez que
(3n + 3)!
. Ung1 .24 2(nt1)?
= 1 —_—
lim . im (G3n)!
2+ 27*
 (Bn+3)Bn+2)Br+1) 241 o .
lim ( I 221 I ) S ] lim(3+43/n)(3+2/n)(3+1/n)2 147 =0, da escala de sucessoes.
(ii) Tem-se

. Un41 .
lim 2 = lim Yoy, -

Un,
Da alinea anterior,
. Un41 .
lim =lim v, =0

n

Up, + \n/' Un
cos(n)
sao convergentes em R, mas lim ws,, # lim wsy,_1, concluindo-se que o conjunto dos sublimites

de wy, é o conjunto {—3,3}.

A sucessao w,, = nao é convergente, uma vez que, as subsucessoes de wa, € Wa,_1

II (14 val.)

1. Considere a fungao f : R — R definida por

; {ln(1+x2), sex < 1.

@
tg (— ), >1;
arcg(x_l) se x

(i) Determine se existirem em R os limites laterais de f em 1. A fungdo f é continua em 1? Justifique.

(ii) Defina a fungao derivada de f.

(iii) Indique os intervalos de monotonia de f. A fungdo f tem extremos locais no seu dominio? Justifique.

)
)
)
(iv) A funcao f restrita a |1, +oo] é invertivel? Justifique. Determine a derivada da fungdo inversa dessa
restricao em f(2).

(v) Determine o polinémio de Taylor de 2° grau em poténcias de  — 2 que aproxima a fungao f em
13/2,5/2].

Resolugao.

(i)
lim_ In(1+ 2% =1n(2) = f(1)
lim arctg(il) =x/2# f(1)

rz—1t T —

A funcao f nao é continua no ponto 1 logo nao é diferencidvel no ponto 1.



(i) Em cada um dos intervalos, x > 1 e < 1, a funcdo é diferencidvel, pois resulta da
composicao de fungoes diferenciaveis.

fR\{1} =R

2x . <1
) - T2 se x )
z) = ~1 _
m s se xr > 1,
2
(iii) Tem-se para <1, f'(z) = T —&—me e f/(0)=0.

Para —oco < z < 0, f'(z) < 0 = f é uma funcao decrescente. Para 0 < z < 1,
f'(z) >0 = f é uma fungao crescente. Concluindo-se que f(0) = 0 é minimo local.

Paraxz > 1, f'(z) = < 0 = f éuma fungio decrescente sem extremos locais

-1
(x —1)2 + 22
(iv) Para z > 1 tem-se f’(z) < 0 concluindo-se que f é uma fungao estritamente decrescente.
Consequentemente f é injectiva e tem inversa. Seja g = f~1. f(2) = arctg?2

g (arctg 2) = f,é): 1 _s

(1+22)

(v) Sendo a funcao f pelo menos 2 vezes diferencidvel para = > 1

Py(z) = f(2) + f'(2)(x = 2) + f"(2)(z — 2)*.

Ora
-1 4o — 2

I@ =y 'O ge—my
e os coeficientes de Py, sdo: f(2) = arctg2, f'(2) =—1/5e f"(2) =6/5.

2. Mostre que a equagao
3z +e* =0

tem solugao. Essa solucao é unica? Justifique.

Resolugao. Seja f(z) = 3z + e, f é continua e diferencidvel em R. Como f(—1).f(0) < 0,
do teorema de Bolzano tem-se a existéncia de pelo menos um zero da fungéo f. Como f/(z) =
3+ e* > 0 a fungao é estritamente mondtona em R logo injetiva e assim f tem um unico zero.
Ou seja existe uma unica solugao para a equagao

3r+e* =0

3. Determine, se existirem em R, os seguintes limites:

() lim 2% (%) lim ( i )m_2.

a0 ¢ —tgx z—2t+ \ T — 2
Resolucao.
(i)
senx —
lim —— =1/2,
=0 r —tgx
senx —
da regra de Cauchy, uma vez que lim, ,o —— =0/0 e
T —tgx
/ 2
senx — x cosx — 1 cos” x
1m¥:i — = lim =1/2
z—0 (m—tgx) z—0 ] — P z—0cosx + 1



(i)

de facto, uma vez que

z—2+ \x — 2

r—2
lim< ‘” ) _ Glim, ot (@-2) In(525)

x

e como da regra de Cauchy, lim,_,o+ % = 00/00 tem-se

lim M: lim M: lim M:O
e=2t (1/(x=2)) a2t —1/(x—2)2  am2+ oz

4. Seja f uma funcao diferencidvel em R tal que f(0) = 0 e cuja derivada é uma funcao crescente, mostre
usando teorema de Lagrange que a fungao g(z) = f(x)/x é crescente para z € R™.

Resolucao.

Sendo funcao f é diferenciavel em R, aplicando o teorema de Lagrange a fungdo f no intervalo
[0,7], z € RT, existe ¢, €]0,z[ tal que

Fe = DI _ gy,

Por outro lado, como g é diferencidvel em RT, para z > 0

g'(x) = (f;@) = DI L ) — g

2 x

Sendo f/(z) crescente, tem-se f'(c;) < f'(z), pois ¢, < z, donde f'(z) — g(z) > 0 Ou seja
g'(x) > 0 para z > 0, sendo g(x) crescente em RT. .



