TECNICO
LISBOA

Calculo Diferencial e Integral I
°teste - LERC, LEGI, LEE, LEIC-T

24 de abril de 2021 - 9:30 horas

I (8 val.)

1. (3.5 val.) Sejam as sucessoes

n 2" + 4n+1 (n!)?n" eN
Uy = —————— Vp = n o
" pd gy " (2n)! 7

Determine, se existirem em R, os limites das sucessoes u,, v, € J/v,.

Resolugao.

n2m 4 4ntlogn nZ g 44 (44
un = —_— = 1 = — =
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Da escala de sucessoes, 37 — 0,a > 0,b > 1.

Para determinar o valor do limite de v,,, precisamos de calcular o seguinte limite,
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Como lim =+ > 1, v, — +o0.
Un
. . Un+1
lim ¢/v,, = lim = +o00.
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2. Considere a sucessao de termos positivos, x,,, definida por

1+ 22,
4

1 =1, Tpy1= n € N.

(i) (1.5 val.) Mostre por inducdo matemdtica que a sucessdo x,, é decrescente.
(ii) (2.0 val.) A sucessdo x,, é convergente? Justifique e determine, caso exista, o limite da sucessao z,.

(iii) (1.0 val.) Seja Y o conjunto dos termos da sucessdo y, = (—1)"z,, determine, caso existam, o

supremo, infimo, méximo e minimo do conjunto Y. Justifique e indique o conjunto dos sublimites
da sucessao y, + Ty



Resolugao.

. 1+ 2x 3 3
(i) 2o = et 1 < x1 Queremos provar que, para qualquer n € N, z,11 — z, < 0, através

da indugao matematica:
o n=1: x27x1:7%<0.
e Fixado m, pretende-se provar, que se Ty,4+1—Zp, < 0 entao xy,4+2—2my1 < 0. Da definigao
de sucessao x,, tem-se

1+225m41 14220 ZTmy1 —Tm

m+2 — 4m = - = 0.
Tm+2 — Tm+41 1 1 9 <

Tem-se assim que T2 — Timy1 < 0.
Pelo principio de inducao matemaética x, 11 —x, <0, V , isto é, a sucessao x,, é estritamente
neN

decrescente.

(ii) Da alinea anterior, z;,, é monétona, como também é limitada, pois sendo x,, decrescente x, <
1 = 1 e uma sucessao de termos positivos, 0 < x,, < 1, logo a sucessao é convergente. Seja
x = limz,. Como z,11 é uma subsucessao de z,, ,4+1 ¢ também convergente para x. Por

- Tn
outro lado a sucessao

é igualmente convergente pois resulta da adigao e quociente de
1—|—2xn) 142
4 7 4

n € N, tem-se

sucessoes convergentes, sendo lim(
1+ 22,
Uma vez que 41 = —1
142z
xr =
4

(iii) A sucessao y, = (—1)"z,, é limitada, pois Yoy, Y2n—1 40 sucessoes convergentes logo limitadas.
A sucessao s, ¢ estritamente decrescente de termos positivos e yo,_1 € estritamente crescente
de termos negativos, assim y; < yo,—1 < Y2, < Y2. Assim o conjunto Y tem méximo, yo=sup
Y, e minimo, y;= inf Y. O conjunto dos sublimites de y,, + ,=(—1)"x,, + =, é {0,1}.

IT (12 val.)

1. Considere a fungao f : R — R definida por

e(1-2)° , se x > 0.
f@) = x? cos (_%D) +arctg(z + 1), se z < 0;

(i) (1.0 val.) A funcdo f é continua em R? Justifique.

(ii) (1.0 val.) Seja a,, uma sucessdo convergente para 2, justifique que a sucessao f(a,) é uma sucessao
convergente e determine o valor de lim f(ay,).

(iii) (2.5 val.) Defina a funcao derivada de f.

(iv) (1.5 val.) Indique, para & > 0, os intervalos de monotonia e os extremos de f, caso existam.
Justifique.

(v) (1.0 val.) Escreva a equacao da reta tangente ao gréfico de f no ponto de abcissa —1.

Resolugao.

(i) Nao, pois a fungdo nao é continua no ponto zero.

z—0~ z—0~

f(07) = lim f(x)= lim 2?cos (_7;)+arctg(x+1)=7T/47éf(0):6



uma vez que lim,_,o- 22 cos (_Lx) =0, pois | cos (%) | <2?elim, o 22 =0.
Para = > 0, a funcao é continua em cada ponto, uma vez que resulta da composicao de
fungbes elementares.
Para x < 0, a fungdo também é continua em cada ponto, uma vez que resulta do produto,
soma e composicao de funcoes elementares.
A fungdo é continua em z # 0.

(ii) Sendo a funcao f continua no ponto dois e a sucessdo a, convergente para dois, através
da continuidade segundo Heine, o limite da sucessao f(ay) é f(2) = e.

(iii) A fungao ndo é continua em 0 logo f néo é diferencidvel em 0.

Para z > 0, a fungao ¢é diferencidvel em cada ponto, uma vez que resulta da composicao
de fungoes elementares.

Para x < 0, a fungao também é diferencidvel em cada ponto, uma vez que resulta do
produto, soma e composicao de fungoes elementares.

(=2 + 22)e(1=2)" | se x > 0.

/
= ].
f'(x) 2xcos(}x>—7rsen(}m)+m, se x < 0;

(iv) A fungao f ¢ diferencidvel em R*. f/(x) < 0 em 0,1 logo a fungdo f é estritamente
decrescente em ]0,1[ e de f/(z) > 0 em ]1,+oo[ a fungéo f é estritamente crescente em
]0,1[, como f/(1) =0 em R™, f(1) ¢ minimo local.

(v) Como a fungdo f é diferencidvel em z = —1, a equagdo da reta tangente ao grafico da
fungao f, no ponto de coordenadas (—1, f(—1)) é a seguinte:

y=f(=)+f (=1)(z+1) = =1+3(x+1) = 3x+2, uma vez que f(—1)=—1, f'(-1)=3.

2. (3.0 val.) Determine, se existirem em R, os limites:

~ .. arcsen(y/x) N, =
0 Ji SR )l a0

Resolugao.

arcsen (/)

1) i = 0/0, (ind.
(@) S0+ 2sen(y/x) /0, (ind.)
da regra de Cauchy, uma vez que
‘ , 1 1
lim 7(arcsen(\/5)) — lim YATE2VE gy, Ve 1
z—0+ (2sen(v/x)) a—o0t QC;S;(f\/E) z—0+ 2cos(y/z) 2

arcsen(y/z)

donde vem lim,_,op+ ———== = 5.

2sen(y/x) 2

(i) limy s 400 (In(2? + 1)) * = 00, (ind.)
assim

) 4 i ln(ln(m2+1))
: 22 _ pliMe—stoo —5
zgrfoo (In(z* + 1)) e
e, uma vez que
In (In(z2 +1
lim o Ty ( n(:r2 + ))

r—+0o0 €T

e da regra de Cauchy, pois
In (In(22 + 1)))’ T 1
GG Ny TEOREED o =0
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donde vem

1
. 2 2z 0 _
IBIEOO (In(z®+1))=* =€’ =1

3. (2.0 val.) Seja g : R — R uma funcao diferencidvel em R tal que g(0) = 0 e p € N. Mostre que se
|¢’(z)| < aP, para z > 0, entdo |g(z)| < zP*, 2 > 0.

Resolugdo. g : R — R uma funcao diferencidvel em R, logo para x > 0, g é continua em [0, z],
diferencidvel em |0, [, do teorema de Lagrange existe ¢ €]0, z[ tal que

|9’ (c)] < uma vez que 0<c
como ¢ <

’g(ﬂ«“)

<o <o
x
logo

lg(@)] < 2P+



