Instituto Superior Técnico
Departamento de Matematica
Unidade de Ensino de Algebra e
Analise

Célculo Diferencial e Integral 1
Cursos de LEBiol, LEBiom, LEIC-A, LEIC-T
Exame de 1.2 Epoca - 10 de fevereiro de 2022, 13h-15h, VERSAO B.1

Duracao: 2 horas

1.
{zeR:2z+1]>2?} ={-1}U[l - v2,1+ V2]
A=[-1-v2,-1+ V2N = 00,0] = {1} U[1 — v2,0].
sup(A \ Q) = 0, ndo existe max(A \ Q), min(A4\ Q)=inf(A\ Q) =1 — V2.
2.

22 sin (2 T
f<:r>={ =) 0

arctan(z”) +b, =<0

(a) Sendo f : R — R uma fungdo continua em z = 0, lim,_ o+ f(z) = f(0), &

lim,,_,o+ 2% sin (%) = b. Como sin (%) ¢ uma funcao limitada e lim,_,y+ 22 = 0,
entao
lim,,_,o+ 2% sin (%) =0eb=0.

(b)

() = 2z sin (%) — 2cos (%), x>0
1_%24, x <0

(c) Estude f quanto a diferenciabilidade em = = 0.

— f(0 2
f2(0) = lim 7f(x) 7(0) = lim xsin () =0
z—0~ z—0 z—0~ X
uma vez que sin (%) ¢ uma fungao limitada e lim,_,q+ z = 0.
;w5 arctan(z?) —0 2z
f300) = xli>r(r)1+ ——0 - xlg(]gl+ Tt 0 da regra de Cauchy.
Como f}(0) = f/(0), f é diferenciavel em z =0 e f/(0) = 0.
(d) Sendo g : R — R uma fungao diferenciavel tal que g(2) = —1, ¢'(2) = —4

e f' diferenciavel em —1 entdo f’ o g é diferenciavel em 2 e (f' o g)'(2) =
9'(2)- f"(9(2)) = (=4) - f"(=1).
2 — 6z*

At 212° (=1 =-1

f'(z) =

Logo (f'0g)'(2) = 4.

(e) O polinémio de Taylor de f de ordem dois no ponto —1 é
f(=1)
2!

Py(z) = f(—=1) + f/(-1)(z + 1) + (z+1)°

com f(=1)=n/4, f'(-1)=—-1e f'(-1) = —1.



(a) P (sinh®(3z — 1) cosh(3z — 1)) = sinh®(3z — 1)/9

3+e*
uma vez que primitivando por substituicao, utilizando a mudanca de variavel t = e*
ie. z =u(t) =Int

(b) P ( 3e ” ) — /3t éln(ex +3),

P 0) =P (jos1) = P (B + 5+ o)
=A;In|t| — %+Bln]t+3|
com Ay =—-1/3, Ay, =1e B=1/3.
4. O valor da area da regiao plana limitada pelas seguintes curvas:
y=x>—-1, y=—Inz, y=-1.
é obtido por

/1((952 —1) + 1)dx + /6(—1n(x) +1)dr=1/3+(e—2)=e—5/3

12
/ sin(v/)dt
lim 0

o0t e — 2 — 1

ind0/0
Do teorema fundamental do calculo e da regra de Cauchy (RC) tem-se
2xsinx . sin x

lim ——— = lim —; = 400
z—0t+ 2xer” —2x =0t e —1

(2,0 val.) 6. (a) Mostre, usando o método de indu¢ao matematica, que, para qualquer n € N,
Para n =1 tem-se 0 = 0 prop. verdadeira.
Fixado n € N mostre-se que se

“(1—-k)k 1 1)!
Z!:,_(n+ ) Hip. de indugao, (HI),

2k+1 2 2n+1
k=1
entao
L a-kk 1 (n+2) -
; o T35 gnie ese.
Assim

1Kk KA-kE  (1-(n+1)(n+1)

Z 9k+1 = Z 9k+1 on+2 ~(HI)
k=1 k=1

I (n+1)! na@n+1)! 1 (n+2)

2 ontl  on+2 T 9 9nt2




(b)

— |
. . . . (1 —Fk)E!
Da alinea a), a sucessao das somas parciais, S,, da série E —_—

2k+1
k=1
n
(1—k)k! 1 (n+1)!
Sn = Z ok+t1 9 ontl
k=1
€ uma vez que a sucessao
(n+ 1)
4§EIT4'—?'+OO
2 (1= k)k!

entao S, — 400 e portanto a série Z é divergente.

k=1

9k+1

série simplesmente convergente.

=
A série, da classe das séries alternadas é convergente uma Vez que satisfaz as

1
condigoes do critério de Leibnitz. A série dos modulos, Z é uma

D - . . 1
série divergente por comparagao com as séries de Dirichlet g —, com p = 1.
n

n=1
“+o0o
. n+1)! L. -,
(u) E E———ﬁ—zf série de termos pOSHJVOS Convergente
n
n=1

Estao satisfeitas as condi¢oes do critério de D’Alembert

n+1)! . Qpyl 1
n = (n+ 1) lim 5 = = < 1.

nn an e
A série é assim absolutamente convergente.
Determine-se o raio de convergéncia, r,

. a
r=lim—— =1
an+1

Da condigao |2z — 1] < 7 = 1 tem-se o que é habitualmente designado por
intervalo de convergéncia da série que é neste caso|0, 1[. Neste intervalo a série

22 — 1 . .

g Gz 1" é absolutamente convergente. No ext(]0,1[) a série de poténcias
— /n? +4
n=0
é divergente. Falta-nos analisar os pontos de fronteira do intervalo de con-
vergéncia
Para x = 0, tem-se precisamente a série numérica da alinea anterior em (i) e a
série é simplesmente convergente.
Para x = 1, tem-se a série numérica correspondente a série numérica dos mo-
dulos da alinea anterior e é uma série é divergente.



8. Seja h : R — R uma uma fungao positiva e diferenciavel com derivada limitada em
R ie. 3K > 0 tal que |h/(z)| < K para x € R.
Considerando a func¢ao g : R — R, dada por g(x) = 61:)3. e aplicando o teorema
x
de Lagrange a fungdao h no intervalo [0,x] para z € R, existe ¢, €]0,z[ tal que

N (cy) = %g(o) ou seja h(z) = zh'(cz) + h(0).

Tem-se K4 B0
g(z) < wxﬁ—:—;) para x € RT
K + h(0
Como lim,_, 1 :1:6—:_?5) = 0, conclui-se que lim,_,;+ g(x) = 0 (enquadramento
T

de fungbes). Analogamente se obtém lim,_, ~ g(z) = 0.

Seja § = @, da definigao de limite em oo sabemos da existéncia de L > 0 tal que
para |z| > L, g(x) €] —9,d[. Sendo g continua em [—L, L] do teorema de Weierstrass
¢ tem um maximo M nesse intervalo. Como M > ¢g(0) entao M é o maximo absoluto

de g.



