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Justifique as suas respostas

ESBOÇO de RESOLUÇÃO

1. Indique, se existirem, os majorantes, minorantes, supremo, ı́nfimo, máximo e/ou mı́nimo
do conjunto A = { x ∈ R : |3− 2x| ≥ |x+ 2| }.

|3− 2x| ≥ |x+ 2| ⇐⇒ −|3− 2x| ≤ x+ 2 e x+ 2 ≤ |3− 2x| ⇐⇒

⇐⇒ −x− 2 ≤ |3− 2x| e

[

3− 2x ≥ x+ 2 ou 3− 2x ≤ −x − 2

]

⇐⇒

⇐⇒

[

3− 2x ≥ −x− 2 ou 3− 2x ≤ x+ 2

]

e

[

3− 2 ≥ 2x+ x ou 3 + 2 ≤ 2x− x

]

⇐⇒

⇐⇒

[

3 + 2 ≥ 2x− x ou 3− 2 ≤ 2x+ x

]

e

[

1 ≥ 3x ou 5 ≤ x

]

⇐⇒

⇐⇒

[

5 ≥ x ou 1/3 ≤ x

]

e

[

1/3 ≥ x ou 5 ≤ x

]

⇐⇒

[

1/3 ≥ x ou 5 ≤ x

]

⇐⇒ x ∈]−∞, 1/3] ∪ [5,+∞[

Portanto o conjunto A não tem majorantes nem minorantes, nem supremo nem ı́nfimo,
nem máximo nem mı́nimo.

2. Mostre, por indução que, qualquer que seja n ∈ N, 13 divide 24n+2 + 3n+2.

(i) n = 1:

24n+2 + 3n+2 = 24·1+2 + 31+2 = 26 + 33 = 64 + 27 = 91 = 13 · 7

Portanto, a proposição é verdadeira para n = 1.

(ii) Suponhamos que a proposição é verdadeira para n = l, isto é, existe um número
natural, chamemos-lhe kl, tal que

24l+2 + 3l+2 = 13kl Hipótese de Indução (HI)

Então,

24(l+1)+2 + 3(l+1)+2 = 24l+2+4 + 3l+2+1 = 24l+224 + 3l+231 =

= 16(24l+2 + 3l+2)− 16 · 3l+2 + 3 · 3l+2 =
HI

16 · 13kl − 13 · 3l+2 = 13 · (16kl − 3l+2)

Portanto , a proposição, para além de ser verdadeira para n = 1, é também
hereditária. Fica portanto provado por indução que, qualquer que seja n ∈ N,
13 divide 24n+2 + 3n+2.

3. Mostre, por indução, que, qualquer que seja n ∈ N,
n+1
∑

i=1

1

n+ i
≤ 5/6.

1



(i) n = 1:

n+1
∑

i=1

1

n + i
=

1+1
∑

i=1

1

1 + i
=

1

1 + 1
+

1

1 + 2
= 1/2 + 1/3 = 5/6 ≤ 5/6

Portanto, a proposição é verdadeira para n = 1.

(ii) Suponhamos agora que a proposição é verdadeira para n = l ou seja:

l+1
∑

i=1

1

l + i
≤ 5/6 Hipótese de Indução (HI)

Então

(l+1)+1
∑

i=1

1

(l + 1) + i
=

1

(l + 1) + 1
+ · · ·+

1

(l + 1) + (l)
+

1

(l + 1) + (l + 1)
+

1

(l + 1) + (l + 2)
=

= −
1

l + 1
+

(

1

l + 1
+

1

(l + 1) + 1
+ · · ·+

1

(l + 1) + (l)

)

+
1

(l + 1) + (l + 1)
+

1

(l + 1) + (l + 2)

= −
1

l + 1
+

( l+1
∑

i=1

1

l + i

)

+
1

(l + 1) + (l + 1)
+

1

(l + 1) + (l + 2)
≤
HI

≤ −
1

l + 1
+

5

6
+

1

2(l + 1)
+

1

2(l + 1) + 1
< −

1

l + 1
+

5

6
+

1

2(l + 1)
+

1

2(l + 1)
=

= −
1

l + 1
+

5

6
+

1

(l + 1)
=

5

6

Portanto, para além de a proposição ser verdadeira para n = 1, a proposição também é

hereditária. Fica então provado por indução que, qualquer que seja n ∈ N,

n+1
∑

i=1

1

n + i
≤ 5/6.
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