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oo Algebra Linear  swos

DE MATEMATICA 10:30
TECNICO LISBOA Exame — segunda época

1. Considere a base ordenada 8 = ((1,0,—1),(1,1,1),(1,0,0)), de R3. Determine o
vector de coordenadas (a, b, c)ﬁ do vector (a, b, c) € R> na base .

2. Considere as matrizes

Lo 10 1

A= , B=|1 0 O
01 1 00 —1
1 0 -1

(a) O vector (1,1,1, 1) pertence ao espaco das colunas de A? Justifique!
(b) Qual a dimensao do espago das linhas de B?

(c) Indique, justificando, a dimensdo de EL(A)NEL(B) (a intersec¢io dos espagos
das linhas de A e B).

(d) Indique uma base de R3 que contenha o maior niimero possivel de linhas da
matriz A.

3. Dados dois vectores (x1,X,),(y1,¥,) € R? que satisfacam x;y; + x,y, = Oe
x?2 4+ x3 = y3 + y3 = 1, eles constituem sempre uma base de R?. Justifique!

4. Considere a matriz

A=

o = Q

0 b
0 1], a,b,c,d € R.
1 d

(a) Caracterize (através de uma condicdo envolvendo a, b, ¢, d) as matrizes A que
sdo invertiveis.

(b) Determine a entrada 2, 2 da inversa de A (no caso de A ser invertivel).

1
1
4

e suponha que A = [Tz € a representacdo matricial de uma transformagéo linear
T : R,[t] = R,[t], na base ordenada g = (1,1 + ¢, t?) de R, [¢].

5. Considere a matriz

1
0
-1

W = N

(a) Determine uma base para Nuc(A) (o nicleo de A)
(b) A transformacdo T é injectiva? Justifique!
(c) Determine Im(T) (a imagem de T) e a respectiva dimensao.

(d) A equacdo T(p(t)) = t é possivel? Justifique!

continua no verso



6. Seja A € R**3 uma matriz cujo polinémio caracteristico é

ca(t) ==+ 1)t —1)(t—2).

(a) Justifique que A ¢é diagonalizavel.

(b) Justifique que A ¢ invertivel e exprima A~} em termos de uma combinagio
linear de poténcias de A.

(c) Supondo que:
-1

1 01 -1 0 0][1 O1
0 10 0 2 00 10
-1 01 0O 0 1]|l-1 01

indique E4(2) (o espago proprio associado ao valor préprio 2.

A=

7. Verifique se a fungdo (-, -) : R? x R? - R, definida por:
(Ce1, x2), V1, ¥2)) = X191 — X2¥2,
é um produto interno em R2.

8. Considere o produto interno canénico em R3 e
W={(x,y,2z) : x+2y—z=0} <R3

(a) Determine uma base ortogonal de W.

(b) Determine W+ (o complemento ortogonal de W).

9. Seja W um subespago de R*** onde se considera o produto interno (4, B) = ATB.
Sejam ainda:

1001 1001
0100 . 0000
A=10 0 1 o PrAwA=(4 ¢ ¢ o
1001 1001

Qual é a matriz em W que se encontra a menor distancia de A?

10. Sejam A uma matriz simétrica (A = AT) e a # 8 dois valores préprios de A. Mostre
que se u € Eq(a) e w € E4(f8) entdo u e w sdo ortogonais.

FIM!



Resolugao

1. Temos apenas que resolver o sistema:

k-l

Escrevendo a matriz aumentada e recorrendo ao método de eliminag¢do de Gauss, obtemos:
11 1|a 11 1fa 1 00|b-c
01 0|bl->|010O0|b -0 1 0|b
-1 1 0|c 0 0 1|la—2b+c 0 0 1|la—2b+c

pelo que (a, b, C)ﬁ =(b—-c,b,a—2b+c).
2.(a) O sistema:

11 01
1 0 —-1]|1
01 1|1
1 0 —-1]1

¢ impossivel e assim (1,1,1,1) & EC(A).

2.(b) Tem-se que dim EL(B) = car(B) = dimEL(B). Ora a dimensdo do espaco das
colunas de B, que é o nimero maximo de colunas de B linearmente independentes, vé-se

sem dificuldade que € 2, pois uma das colunas € nula e as outras duas sdo independentes.
Assim dim EL(B) = 2.

2.(c) O espaco das linhas de A tem a mesma dimensao do respectivo espago das colunas.
Vé-se facilmente que as duas primeiras colunas de A sdo linearmente independentes mas
a terceira € uma combinag¢do linear das duas primeiras: A, 3 = —A,; + A,,. Assim,
dim EL(A) = dimEC(A) = 2.

Podemos determinar facilmente a dimensdo de EL(A) + EL(B) procedendo a elimi-
nacdo de Gauss da matriz:

[1 1 O] [1 1 0] [1 1 0] [1 1 0]
1 0 -1 0 -1 -1 0 -1 -1 0 -1 -1
01 1 0 1 1 0 0 O 0 0 1
10 -1]-]0 -1 -1|—->|0 O O}|—-]0 O O
1 0 1 0 -1 1 0O 0 2 0O 0 O
1 0 O 0 -1 O 0 0 1 0O 0 O
|0 0 —1] |0 0 -1, |0 0 -1, |0 0 O |

constatamos que tem caracteristica 3 que corresponde a dim(EL(A)+ EL(B)). Recorrendo
a férmula da dimensao:

dim(U + W) = dim(U) + dim(W) — dim(U N W),
concluimos que dim(EL(A) N EL(B)) = 1.
2.(d) O nimero maximo de linhas linearmente independentes de A € dois, pelo que uma
base de R3 pode incorporar no maximo duas linhas linearente independentes de A e.g., as

linhas (1,1,0),(0,1,1).
Ora, as linhas da matriz

O = o=

| —|
o O -
e e )
e—



sdo claramete independentes e, por isso, constituem uma base de R® que contém os dois
vectores acima.

3. A igualdade x? + x5 = y? + y3 = 1 implica que os vectores tém norma 1 e por
isso ndo sdo nulos. A primeira igualdade: x;y; + x,y, = O significa que, do ponto de
vista do produto interno canénico em R2, os dois vectores sdo ortogonais. Concluimos
entdo que sdo linearmente idependentes e, dois vectores linearmente independentes em
R? constituem uma base daquele espaco.

4.(a) A matriz A ¢ invertivel se e s6 se o respectivo determinante for diferente de zero.
Neste caso:

a 0 b a b
1 0 1|=— 11 =—(a—b)=b—aqa,
c 1d
pelo que A € invertivel se e s6 se a # b.
4.(b) Recorrendo a férmula:
1
ATl = W(Cof(A))T,
concluimos que:
1 1 1 |a b| ad-—bc
-1 = — T = — = — = —
(A )2,2 - |A|((C0f(A)) )2’2 |A|C0f2,2(A) b—alc d b—a .

5.(a) Tem-se que Nuc(A) é o conjunto solucdo do sistema Ax = 0. Procedendo a elimi-
nacao de Gauss:

1 21 1 21 1 21 1 0 -1
0 11|-]/01 1f{->f0 1 1]-]0 1 1
-1 3 4 0 55 00O 00 O

Concluindo-se que

Nuc(A)={(x,y,z) | x=2z,y=-z} ={(z,—z,2) | zE R} =
= Lps({(1, -1, 1}).
5.(b) A transformac@o € injectiva se e sO se o seu nucleo € trivial, o que acontece se € s
se o nicleo de uma qualquer das suas representacdes matriciais € trivial. Neste caso, o

nicleo de A = [Tz ndo €, como vimos na resolugdo de 5.(a), trivial pelo que podemos
concluir: T ndo € injectiva.

5.(c) A dimensao da imagem de T pode ser calculada através de uma qualquer represen-
tacdo matricial de T, em particular a partir da matriz A. Tem-se:

dim(Im(T)) = dim(EC(A)) =3 —nul(A) =3—-1=2.

Por outro lado, tem-se (considerando a elimina¢cdo de Gauss efectuada na resolugdo de
5.(a)) que EC(A) = Lp3({(1,0,-1),(2,1, 3)}), pelo que:

Im(T) = Lg,[;j({(1,0,—1)%,(2,1,3)f}) = L, ({1 — 2,3 + £ + 3¢2}).
5.(d) Em termos de coordenadas na base 8 tem-se que

-1
T(p(t) =t Ax=|1
0



Resovendo o sistema:

1 2 1|-1 1 2 1|-1 1 2 1|-1
0O 11|1f->f011|1}|—->]01 1|1
-1 3 4|0 05 5|-1 0 0 0|]—6

concluimos que é impossivel, pelo que a equagdo T(p(t)) = t é também ela impossivel.

6.(a) A matriz A é diagonalizdvel porque qualquer matriz A € R™" com n valores
préprios distintos é diagonalizavel. Neste caso A € R3*3 possui os valores préprios —1, 1
e 2.

6.(b) Uma matriz quadrada € invertivel se e s6 se o seu nticleo for trivial, o que equivale
a dizer que 0 ndo € valor proprio de A, o que acontece neste caso. Por outro lado, pelo.
teorema de Cayley-Hamilton, uma matriz € sempre uma raiz do respectivo polindmio car-
acteristico i.e., c4(A) = 0.

Neste caso,

call)=—(t+ D)t -t -2)=—(*-1)(t—-2) =
=—({>-2t2—-t+2)=
=342+t -2,

pelo que —A3 + 242 + A — 21 = 0, ou seja, (—A% + 2A + 1)A = 21, concluindo-se que:
1 2 _
(G(-a2+2a+m))a=1,

e assim: )
Al =(=-A%+24+1).
L~ A2 424 +1)

6.(c) Tem-se que E4(2) = Lr3({0,1,0}).

7. A matriz de Gram associada a fun¢do indicada, relativa a base canénica de R2, é:

o = [(1,0),(1,0)) <(1,0),(1,0)>] _ [1 0]

E claro que os valores préprios desta matriz (1 e —1) ndo sdo todos > 0 e por isso, a fun¢io
indicada ndo € um produto interno em R2.

8.(a) Tem-se que
W ={(x,y,x+2y) | x,y € R} = Lr3({(1,0,1).(0,1,2)}).

Para obter uma base ortogonal deste espaco, recorremos ao algoritmo de Gram-Schmidt,
para ortogonalizar a base {(1,0,1).(0,1,2)}. Considerando entdo u; = (1,0,1) e u, =
(0,1, 2), tem-se que:

uj =(1,0,1);

uj =(0,1,2) — ((0,1,2),(1,0,1))

((1,0,1),(1,0,1))
Sendo {uj, u}} a base ortogonal pretendida.

8.(b) Tem-se:

W= {(x,y,2) | {(x,,2),(1,0,1)) = 0,(((x, y,2),(0,1,2)) = 0} =
={(x%,y,2) | x+z=0,y4+2z=0}={(-2,-22,2) | z€e R} =

= Lps({(=1,-2,D}).

(1,0, 1).



9. A matriz pretendida é a matriz:
ProjyyA = A — Projy L A.

(Basta entdo fazer as contas.)

10. Como nao se diz nada, as convengdes adoptadas forcam-nos a considerar o produto
interno candnico. Observe-se que para qualquer matriz quadrada A se tem (no caso do p.i.
candnico)

(Ax,y) = (A)Ty = xTATy = (x, ATy).

Neste caso, temos AT = A, Ax = ax e Ay = fy. Assim,
alx,y) = (ax,y) = (Ax,y) = (x, ATy) = (x,Ay) = (x, By) = B(x.y).
Da igualdade a(x,y) = B(X,y) resulta que
(a—B)xy)=0

e, como o — 8 # 0 concluimos que (X,y) = O ousejax L y.



