DM Enunciado

DEPARTAMENTO
DE MATEMATICA

TECNICO LISBOA

Algebra Linear

Exame (primeira época)

1. Considere a matriz invertivel

A: bl b2 b3

€1 C C3

a a asl

Determine o valor de k para o qual se tem:

a; a, as 3a1 3b1 3C1
26.01.2023 2b1 + 501 2b2 + 502 2b3 + SC3 =k a, b2 Cyr|.
Sala 0-65 7¢, 7¢, 7cs a; 3 ¢z
13:00
2. Considere a matriz
N 1 -1 0
ome A=|1 0 1
0 1 1
(a) Determine os valores proprios de A e indique as respectivas mul-
tiplicidades algébricas.
(b) A é diagonalizavel? Justifique!
Nimero 3. Suponha que A € R*** satisfaz:

Nuc(A + 21) = Lga({(1,1,0,0),(1,—1,0,0)})
Nuc(4 + 31) = Lg+({(0,0,1,0),(0,0,1, 1)}).

(a) Indique o polindémio caracteristico de A.

Questiio | Cotacdo | Classificacio (b) Justifique que A € diagonalizdvel.

1 1.0 (c) Indique matrizes, P invertivel e D diagonal tais que D = P~1AP.
2.(a) 1.0 4. Seja

2(b) |05 (Ce1s X2, %3), (Y1, Y2, ¥3)) = 4x11 + X1¥3 + X3Y1 + X2)5 + X33
3.(a) 0.5 uma funcio que associa a cada par de vectores em R um niimero real.
3.(b) 1.0 (a) Mostre que {(x1, X5, X3), (V1, V2, ¥3)) é um produto interno em R3.
3.(c) 1.0 (b) Relativamente ao produto interno descrito na alinea (a) determine

uma base ortogonal de R3.

4.(a) 0.5 (c) Continuando a considerar o produto interno descrito na alinea (a),

4.(b) 1.0 indique o vector do complemento ortogonal da recta gerada pelo
vector (1, —1, 0) que se encontra a menor distancia do vector (1, 1, 1).

4.(c) 1.0
5. SejaA € R™" Mostre que A e A" tém o mesmo polinémio caracteris-
tico.

5. 0.5

TOTAL




Resolucao da versao A

1. Por um lado temos que

3(11 3b1 3C1
k a, b2 Cr | = 3k|AT| = 3k|A|
as by c3
Por outro lado,
a; a, as a; a, as
2b1 + 501 2b2 + 5C2 2b3 + 503 =7 2b1 + 501 2b2 + 5C2 2b3 + 503
7C1 + 7C2 7C3 Cq (65} C3

a a, as
2b, 2b, 2bs
Cip € C3

=7 = 14JA].

Como |A| # 0 (pois A € invertivel) da igualdade 14|A| = 3k|A| resulta imediata-
mente que 14 = 3k, ou seja, k = 14/3.

2.(a) O polinébmo caracteristico de A é:

1-t -1 0
Lot 1 =(1_t)‘_1t 1it‘_‘_11 10—t}=
0 1 1-t

=A-)tt-1)-1]-0¢-1) =
=1 -=-0D[tt-1)—1+1] = —t(t —1)%

ca(t)=

Deste modo os valores préoprios de A sdo 0 com multiplicidade algébrica 1 e 1 com
multiplicidade algébrica 2.

2.(b) Como myg,(0) = 1. Para decidirmos se a matriz € ou néo diagonaglizavel
basta ento verificar se Mgeo(1) = 2 0ou Myeo(1) = 1 (no primeiro caso serd
diagonalizavel, no segundo nao).

Tem-se que:
0 -1 0 1 -1 1
E4(1)=Nuc(A—1)=Nuc|l -1 1|=Nuc|0 -1 0].
0 1 0 0 0 O

Como esta matriz tem nulidade 1 concluimos que a multiplicidade geométrica do
valor préprio 1 é < 2 logo a matriz ndo é diagonalizavel.



3.(a) O polinémio caracteristico tem grau 4 e, como —2, —3 sdo valores proprios
com multiplicidades geométrica iguais a 2, resulta que c4 (¢) € divisivel pelo polinémio
(t +2)%(t + 3)%. No entanto, como este polinémio tem grau 4, ele tem que ser nec-
essariamente o polinémio caracteristio:

ca(t) = (£ +2)%(t + 3)2.

3.(b) Como Mgeo(—2) + Mgeo(—3) = 4 podemos formar uma base de R* que
consiste de vectores proprios e, portanto, a matriz é diagonalizdvel.

3.(c)
1 1 00 -2 0 0 o0
1 -1 0 0 0O -2 0 O
P= 0O 0 11 b= 0O 0 -3 0
0O 0 01 0 0 0 -3

4.(a) Calculando a matriz de Gram, G, obtemos:

4 0
G=1]01
10

_ O

Constata-se sem dificuldade que

4 0 1][»n
(1, %2, %3), W1, Y2, ¥3)) = [x1 X2 X3][0 1 Of|y,
1 0 1|y,

Por outro lado a matriz G é simétrica (G = G'). Calculando o polinémio carac-
teristico de G tem-se:

4—t 0 1
0 1-t 0
1 0 1-—t¢

=1-D@-00-0)-1]=--Dt-D(t—-4)-1] =

= —(t — 1)(¢* — 5t + 3).

eolt) = —a-of'7" 1)

1—t

Recorrendo a férmula resolvente ndo € dificil constatar que as raizes deste polindmio
sdo todas positivas. Estes trés factos, justificam que a fun¢do dada é um produto
interno.



4.(b) Consideremos uma base de R3, por exemplo, a base candnica
e; = (1,0,0),e, = (0,1,0),e; = (0,0, 1).

Aplicando-lhe o algoritmo de eliminagdo de Gauus podemos obter uma base or-
togonal de R3. Temos entio:

el =(1,0,0);
T a*
e, Ge;
e5 =(0,1,0) — —~==+(1,0,0) = (0,1,0);
P = (0.1,0)~ (755(1.0.0) = (0.1,0)
T * T *
% __e3Ge] _e3Ge; _ 1
el =(0,0,1) (ei‘)TGei‘(l’O’O) (e;)Tce;(o’l’O) (0,0,1) — £(1,0,0)

Podemos entdo considerar a base ortogonal

g =((1,0,0),(0,1,0),(1,0,4)).
4.(c) A recta gerada pelo vector (1,—1,0) é o espaco W = Lp3({(1,—-1,0)}). O
elemento que se encontra mais préximo de (1,1, 1) em W+ é a projeccio ortogonal

de (1,1,1) sobre W+. Tem-se entio,

PrOjW-L(l’ 1’ 1) = (1, 1, 1) - ProjW(l, 1, 1) =

1
[1 1 1]G|-1
0
=(1,1,1) - —(1.~1,0).
[1 -1 0]G[-1
0

5. Tem-se que

cat(®) = |AT —t1| = |JAT = 17| = |(A = t1)T| = |A — t1] = c4 ().
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1. Considere a matriz invertivel

A= bl b2 b3

€1 C C3

a a asl

Determine o valor de k para o qual se tem:

3a1 3a2 3a3 a bl Cq
§6i010.260523 2b1 + 501 2b2 + 5C2 2b3 + 5C3 =k a, b2 Chl.
ala 0-
7c 7c 7c a; 3 ¢
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2. Considere a matriz
Nome L =10
A=|1 0 1
0 1 1
(a) Determine os valores proprios de A e indique as respectivas mul-
tiplicidades algébricas.
(b) A é diagonalizavel? Justifique!
Nimero 3. Suponha que A € R**4 satisfaz:

Nuc(A — 1) = Lga({(1,1,0,0), (1,—1,0,0)})
Nuc(A + 1) = Lr4({(0,0,1,0),(0,0,1,1)}).

(a) Indique o polindémio caracteristico de A.

Questiio | Cotacdo | Classificacio (b) Justifique que A € diagonalizavel.

1 1.0 (c) Indique matrizes, P invertivel e D diagonal tais que D = P~1AP.
2.(a) 1.0 4. Seja

2.(b) |05 (Cer, X2, X3), (Y1, Y2, ¥3)) = 2X1V1 + X1Y3 + X3Y1 + X2 + X33
3.(a) 0.5 uma funcio que associa a cada par de vectores em R3 um niimero real.
3.(b) 1.0 (a) Mostre que {(x;, X5, X3), (1, V2, ¥3)) € um produto interno em R3.
3.(c) 1.0 (b) Relativamente ao produto interno descrito na alinea (a) determine

uma base ortogonal de R>.

4.(a) 0.5 (c) Continuando a considerar o produto interno descrito na alinea (a),

4.(b) 1.0 indique o vector do complemento ortogonal da recta gerada pelo
vector (1, —1, 0) que se encontra a menor distancia do vector (1,1, 1).

4.(c) 1.0
5. SejaA € R™", Mostre que A e AT tém 0 mesmo polinémio caracteris-
tico.

5. 0.5

TOTAL




