DM Enunciado

DEPARTAMENTO
DE MATEMATICA

TECNICO LISBOA

Algebra Linear
Segundo MAP45

1. Considere V = Lg4({(1,0,1,1),(1,1,0,0),(0,0,0,1)} < R*.

(a) Justifique que g = ((1,0,1,1),(1,1,0,0),(0,0,0,1)) é uma base
ordenada de V.

(b) Verifique que (0,—1,1,1) € V e determine o vector de coorde-
nadas deste vector na base S.

(c) Indique uma base de R* que contenha os vectores de .

13.12.2022
Sala 0-65 2. Considere os subespagos U, W < R;|t] definidos por:
18:15
U= LR2x2({t + tz, 1- ts})
Nome W = L, ({1 — ¢ — £ — 13, £3}).
Determine a dimensdo de U N W.

3. Seja T : R? — R3? a transformacio linear que, relativamente as bases
ordenadas 8 = ((0,1),(—1,1)) de R ¢ 8 = ((0,1,0),(1,0,0),(0,1,1))
de R3 & representada pela matriz:

Numero

10
A=[T]ﬁ,5=[0 1].
11

(a) Indique a matriz que representa T relativamente as bases canénicas
de R? e R3.

(b) Justifique que T € injectiva.
(¢) Indique um vector (x, y, z) tal que (x,y,z) € Im(T).

Questio |Cotacdo | Classificacio | 4. Descreva uma transformagio linear T : R? — R? ndo nula, tal que
1.(a) 0 TT : R? —» R? sejaatranssformacdo linear nula. Em alternativa mostre
i i que uma tal transformagao nao pode existir.
1.(b) 1.0
1.(c) 0.5
2 0.5
3.(a) 1.0
3.(b) 1.0
3.(c) 0.5
4, 0.5
TOTAL
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1. Considere V = Lg4({(1,0,1,0),(1,1,0,0),(0,0,0,1)} < R*.

(a) Justifique que g = ((1,0,1,0),(1,1,0,0),(0,0,0,1)) é uma base
ordenada de V.

(b) Verifique que (0,—1,1,1) € V e determine o vector de coorde-
nadas deste vector na base .

(c) Indique uma base de R* que contenha os vectores de .
13.12.2022

Anfiteatro A2 2. Considere os subespacos U, W < R?%2 definidos por:
18:15

T
S [

Determine a dimensao de U N W.

3. Seja T : R* — R* a transformago linear que, relativamente as bases
Nimero ordenadas ﬁ = ((0’ 1)’ (_L 1)) de IRZ € ﬁ = ((Os 1, 0)’ (1s 0, 0)’ (O, 1, 1))
de R3 é representada pela matriz:

11
A=[T]M=[O 1].
0 1

(a) Indique a matriz que representa T relativamente as bases candnicas
de R% e R3.

— — — (b) Justifique que T € injectiva.

Questao | Cotacao | Classificacao

) 10 (¢) Indique um vector (x, y, z) tal que (x,y,z) € Im(T).

.\a .

1.(b) 1.0 4. Descreva uma transformacdo linear T : R? — R? ndo nula, tal que
i i TT : R?> — R?sejaa transsformagcdo linear nula. Em alternativa mostre
1.(c) 0.5 que uma tal transformac¢do ndo pode existir.

2 0.5

3.(a) 1.0

3.(b) 1.0

3.(c) 0.5
4. 0.5

TOTAL




Resolucao da versao B

1.

(a) Os vectores de B ja sdo um conjunto gerador de V, para que sejam

(b)

(c)

uma base basta que sejam linearmente independentes isso acon-
tece se e sO se a caracteristica da matriz

110
010
A= 1 00
0 01
for 3. Procedendo a elimina¢ao de Gauss temos:
110 1 1 0 110
010 N 0 1 O N 010
1 00 0 -1 0 0 01
0 01 0 0 1 0 0O

constatando-se que car(A) = 3.

Tem-se que o vector (0,—1,1,1) € V se e s6 se o sistema AX =
[0 —111]T é possivel e, nesse caso, a solucio deste sistema é o
vector de coordenadas de (0,—1,1, 1) na base 8. Tem-se:

110]0 1 1 0|0 110]0
01 0/|-1 0 1 0|-1 01 0/[-1
10017 Jo-1o0l1|"|ooo]lo]|”
0011 0 0 1|1 00 1|1
1100 1001
01 0|-1 01 0/|-1
“loo 11| oo 1]1
00 0|0 00 0|0

Concluindo-se assim que (0, —1,,1, 1)/3 =(1,-1,1).

Uma vez que R* tem dimensdo 4 para obtermos uma base de R*
basta adicionar a 8 um vector linearmente independente dos vec-
tores em . Para isso basta escolher um vector de R* que ndo
seja elemento de V. Podemos obter um vector nestas condi¢des
de acordo com o o seguinte: considerando a matriz

1 010
B=]11 0 0
0 001



0 nosso problema reduz-se entdo a determinar um vector que nao
pertenga ao espaco das linhas de B. Procedendo a eliminagdo de
Gauss obtemos:

1 010 1 0 1 O
1100]—-|01-10
0 001 00 0 1

Note-se que os vectores correspondentes as linhas da matriz final
também sdo uma base de V. Se adicionarmos a linha (0,0, 1,0)
a esta matriz a matriz resultante tem, como se constata imediata-
mente, caracteristica 4. Ou seja este vector € linearmente indepen-
dente dos vectores de uma base de V' e assim ndo pode pertencer
a V, como pretendiamos.

2. Considerando a base canénica, f de R>*2. Podemos resolver o prob-
lema correspondente para coordenadas i.e.,

Ug = Lpa({(0,1,1,0),(1,0,0,-1)}),
W g = Lpa({(1,-1,-1,-1),(0,0,0,1)}),

pelo que, para determinar U gNW g comegamos por determinar o nicleo
da matriz:

0 1 1 O
1 0 -1 0
[AIB] = 1 0 -1 0
0 -1 -1 1

Feita a eliminacdo de Gauss pode constatar-se que
Nuc([A[B]) = Lgs({(1,—1,1,0)})

Tem-se entao que

1
0
UﬁnWﬁZLR4 0

[_11} = Lr+({(-1,1,1,1)}).

S = = O

-1

Tem-se entao que:

UNW =(Ugn W) = Lgaxz ({[_11 i]})

A dimensdo desta interseccad € entdo 1. Note-se que para determinar
esta dimensao ndo era necessario calcular explicitamente U N W dado
que dim(U N W) = dim(Ug N Wp).



(a) Designando por B2 e 83 as bases candnicas de R? e R3. Tem-se

que: i
[Tlgs2 = 1B BIT1s 1B, B2]
ou seja,
0 1 0][1 11y _y17* [ O
[T]s2=[1 0 1[[0 1 =|-1 1].
Be-Bc 1 1
0 0 1]|0 1 -1 0

(b) Usando a representac@o matricial, a dimensao do nicleo de T co-
incide com a dimensao do nucleo dessa representagdo. Assim

11
dim(Nuc(T)) =nul{ |0 1|]=0
01

pois, como se constata facilmente, a caracteristica da matriz € 2 e
assim a nulidade (dimensdo do ntcleo) que € a diferenga entre o
numero de colunas e a caracteristica, é 0.

Como o nidcleo de T ¢€ trivial, tem-se que T € injectiva.

(c) A imagem de T é gerada pelas imagens dos vectores da base
através de T. Esseas imagens sdo precisamente as colunas de
[T]ﬁg,ﬁg ou seja,

Im(T) = LIR3({(_1’ -1, _1)’ (05 1, O)}) == LR3({(17 1, 1)’ (0’ 1, 0)})

Constata-se sem dificuldade que o vector (0, 0, 1) é linearmente in-
dependente daqueles dois vectores (a matriz constituida por estes
trés vectores tem caracteristica 3) pelo que ndo pode pertencer ao
espago por eles geardo ou seja o espagco Im(T).

4. Consideremos, por exemplo, a transformaciio T : R? — R2, definida
por T(1,0) = (0,0) e T(0,1) = (1,0). Relativamente a base candnica
de R? a representaciio matricial de T é a matriz:

01
A=[od
A transformacdo T ndo € nula e a representacdo matricial de TT relati-

vamente 2 base canénica de R? é a matriz A% que é a matriz nula. Assim
TT é a transformacdo nula, como se pretendia.
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Questao | Cotacao | Classificacao
1.(a) 1.0

1.(b) 1.0

1.(c) 0.5

2 0.5

3.(a) 1.0

3.(b) 1.0

3.(c) 0.5

4, 0.5

TOTAL

Enunciado

. Considere V = Lr4({(1,0,1,1),(1,1,0,0),(1,2,—-1,-1)} < R

(a) Determine uma base ordenada, 8, de V.

(b) Verifique que (2,1,2,2) € V e determine o vector de coordenadas
deste vector na base S.

(c) Indique uma base de R* que inclua os vectores de f.

. Considere os subespagos U, W < R;|t] definidos por:

U = Lpax2({t + 2,1+ £3})

W = Lg,q({1+t+ 2+ £2,1%)).

Determine a dimensdao de U N W.

. Seja T : R? - R3 a transformagio linear que, relativamente as bases

ordenadas 8 = ((1,1),(=1,1)) de R? e 8 = ((0,1,0),(1,0,0),(1,1,1))
de R3 é representada pela matriz:

10
A=[T]M3=[O 1].
11

(a) Determine a matriz que representa T relativamente as bases canéni-
cas de R? e R3.

(b) Justifique que T € injectiva.

(¢) Indique uma base para a imagem de T.

4. Suponha que {u, v} é uma base do espaco linear V. Nestas condigdes,

mostre que {u — v, u + v} também é uma base desse espago.



Resolucao da questao 4, da versao C

4. Se {u, v} é uma base de V entdo dim V' = 2. Desta forma para verificar
se {u — v,u + v} € uma base de V basta verificar se este conjunto de
vectores € linearmente independente. Tem-se que:

au—-v)+pu+v)=0=au—av+pu+pfv=0=
=(a+plu+(—a+pB)jv=0

que, como U, Vv sdo linearmente independentes, equivale a dizer que

a+pB=0
—a+£=0

Este sistema tem como solugdo tinica a solugio o = 0, 8 = 0, comprovando-
se assim que 0s vectores U — v, U + v sdo linearmente independentes e
assim, constituem uma base de V.



