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1. [0.3+0.4+0.3 val.] Considere os subespaços 𝑈, 𝑊 de ℝ4 definidos por:

𝑈 = {(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑤) ∣ 𝑥 − 𝑦 = 0 ∧ 𝑥 + 𝑤 = 0}𝑊 = 𝐿ℝ4({(1, 0, 1, 1), (−1, 1, 0, 0)})
Classifique como verdadeira ou falsa cada uma das afirmações seguintes:

(a) 𝑈 ∩ 𝑊 = {(0, 0, 0, 0)}.

(b) ℝ4 = 𝑈 ⊕ 𝑊 .

(c) Existe uma base de ℝ4 cujos vectores não pertencem nem a 𝑈 nem a 𝑊 .

2. [0.3+0.4+0.3 val.] Considere transformações lineares 𝑆, 𝑇 ∶ ℝ2 → ℝ3 tais que𝑇 (𝑥, 𝑦) = (𝑥, 𝑥 + 𝑦, 𝑥 − 𝑦), 𝑆(1, 0) = (1, 1, 1) e 𝑆(−1, 1) = (1, 0, 1).
(a) Indique a dimensão de Im(𝑇 );
(b) Indique a dimensão do Nuc(𝑆);
(c) Tem-se 𝑆 = 𝑇 ? Justifique!



1. Tem-se que

𝑈 = {(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑤) ∣ 𝑦 = 𝑥 ∧ 𝑤 = −𝑥} = {(𝑥, 𝑥, 𝑧, −𝑥) ∣ 𝑥, 𝑧 ∈ ℝ} =
= 𝐿ℝ4({(1, 1, 0, −1), (0, 0, 1, 0)}),

e {(1, 1, 0, 1), (0, 0, 1, 0)} é uma base de 𝑈 . Também é fácil verificar que os vec-
tores (1, 0, 1, 1) e (−1, 1, 0, 0) constituem uma base de 𝑊 . Desta forma dim(𝑈) =dim(𝑊 ) = 2.

Colocando as bases de 𝑈 e 𝑊 como linhas de uma matriz, obtemos a matriz:

⎡⎢⎢⎢⎣
1 1 0 10 0 1 01 0 1 −1−1 1 0 0

⎤⎥⎥⎥⎦
Procedendo à respectiva eliminação de Gauss constata-se que as linhas da ma-
triz são linearmente independentes. Como o espaço das linhas desta matriz
corresponde a 𝑈 + 𝑊 constata-se que dim(𝑈 + 𝑊 ) = 4. Neste caso, como

dim(𝑈 + 𝑊 ) = dim(𝑈) + dim(𝑊 ) − dim(𝑈 ∩ 𝑊 ),
constatamos que dim(𝑈 ∩ 𝑊 ) = 0.

Desta forma as afirmações (a) e (b) são verdadeiras.
Os vectores em 𝑊 são aqueles para os quais o sistema

⎡⎢⎢⎢⎣
1 −1 𝑥0 1 𝑦1 0 𝑧1 0 𝑤

⎤⎥⎥⎥⎦
é possível. Procedendo à eliminação de Gauss obtemos:

⎡⎢⎢⎢⎣
1 −1 𝑥0 1 𝑦1 0 𝑧1 0 𝑤

⎤⎥⎥⎥⎦
→ ⎡⎢⎢⎢⎣

1 −1 𝑥0 1 𝑦0 1 𝑧 − 𝑥0 1 𝑤 − 𝑥
⎤⎥⎥⎥⎦

→ ⎡⎢⎢⎢⎣
1 −1 𝑥0 1 𝑦0 0 𝑧 − 𝑥 − 𝑦0 0 𝑤 − 𝑥 − 𝑦

⎤⎥⎥⎥⎦
Ou seja 𝑊 = {(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑤) ∣ 𝑧 = 𝑤 = 𝑥 + 𝑦}.

Temos então: 𝑈 = {(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑤) ∣ 𝑦 = 𝑥 ∧ 𝑤 = −𝑥}𝑊 = {(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑤) ∣ 𝑧 = 𝑤 = 𝑥 + 𝑦}.
Considerando, por exemplo, os vectores

(1, 0, 0, 0), (0, 1, 0, 0), (0, 0, 1, 0), (0, 0, 0, 1),



nenhum deles pertence a 𝑈 ∪ 𝑊 e constituem claramente uma base de ℝ4 (a
base canónica). A afirmação (c) é portanto verdadeira.

2.

(a) Tem-se que Im(𝑇 ) = 𝐿ℝ3({𝑇 (1, 0), 𝑇 (0, 1)}) = 𝐿ℝ3({(1, 1, 1), (0, 1, −1)}). E
como os vectores (1, 1, 1) e (0, 1, −1) são linearmente independentes, conclui-
se que dim(Im(𝑇 )) = 2.

(b) Como os vectores {(1, 0), (−1, 1)} são uma base de ℝ2, Im(𝑆) = 𝐿ℝ3({(1, 1, 1), (1, 0, 1)}).
Este vectores são linearmente independentes pelo que dim(Im(𝑆)) = 2.
Tem-se que: dim(ℝ2) = dim(Im(𝑆)) + dim(Nuc(𝑆))
pelo que dim(Nuc(𝑆)) = 0.

(c) Duas transformações lineares se e só se transformam da mesma maneira
os vectores de uma base do espaço de partida. Temos que 𝑇 (1, 0) = (1, 1, 1)
e 𝑇 (−1, 1) = (−1, 0, −2). Visto que 𝑇 (−1, 1) ≠ 𝑆(−1, 1) tem-se que 𝑆 ≠ 𝑇 .


