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Em geral o polindmio caracteristico n@o permite responder imediatamente ao
problema de saber se um operador ou uma matriz sdo diagonalizadveis.

Iremos descrever um outro polindmio—o polindmio minimo—que permite
responder directamente a esta questdo.



DEerINICA0.— Um polindmio p € K[t] diz-se médnico se o coeficiente do termo de maior grau € 1.

PROPOSICAO E DEFINICAO.— Se T € um operador em V (resp. A € K'™") entdo, existe um polinomio
monico de grau minimo, p € K[7], tal que p(T) = O (resp. p(A) = O). Este polinémio é unico,
designa-se de polindmio minimo de T (resp. de A) e denota-se por m(t) (resp. m(t)).

Coro1Ar1o.— Nestas condigoes, se p € K|[t] € tal que p(T) = O (resp. p(A) = O)
entdo o polindmio minimo divide p(?) i.e., existe g € K[1] tal que p(t) = q(t) - m(r)
(resp. p(t) = q(t) - my (1))



TeorREMA.—Seja T um operador em V (resp. A € K""). Tem-se que c{T) = O (resp. c,(A) = O).

CororAr10.—Seja T um operador em V (resp. A € K'™"). Tem-se que m(t) divide c(t) (resp. m (1)

divide c(1)).

TeorREMA.—Seja T um operador em V com dim(V) = n (resp. A € K""). Tem-se que c,(t) divide
(m(1))" (resp. c,(?) divide (m,(1))").

TeorREMA.—Seja T um operador em V com dim(V) = n (resp. A € K"). O polinémio minimo e o
polinémio caracteristico partilham exactamente os mesmos factores irredutiveis (mas podem ter
multiplicidades diferentes num e noutro polinémio.



Considerando, por exemplo,
11
A=
i

Tem-se que c¢,(1) = (f — 1)?. Assim, existem duas hipéteses para my(t):ouéigualar—1oua
(t — 1)%. Substituindo ¢ = A no primeiro tem-se A — [ # O, assim m,(f) = (¢ — 1)?.



Exemplo 5

Considere a matriz

2 2
A—|2 | 2
2. 2

Mostre que 5 é valor préprio. Determine c,(¢) e m,(7)

Podemos comecar por determinar c,() e verificar depois que 5 é raiz daquele
polinémio. Assim:

l—1 2 0
el =12 Lt O b8 L0 g L
2 % 1 —1




Exemplo 5 (cont.)

Simples calculos mostram que c,(5) = 0, pelo que 5 é valor proprio de A.

Podemos agora recorrer a regra de Ruffini para factorizar c,(#). Sabemos que c,(t) = (¢ — 5)g(?) e
aquela regra permite-nos determinar g(7):

—1 —2 —1 ‘ 0

Concluindo-se que c,(f) = — (f — S22tk 1) =~ (=5t + 1)



Exemplo 5 (cont.)

Como o (1) = — (1 — SWie 2tk D= (- St t 1 e m, (1) divide c,(7), tem-se que m,(7) s6
pode ser um produto de factores irredutiveis que ocorrem na decomposicao
de c4(?), assim, as possibilidades para m,(7) sdo:

pl)y==8t+d)
G =-S5t 1)

Destes, o de menor grau que anula A sera o polinémio minimo.



Exemplo 5 (cont.)

Fazendo as contas:

pA)=(a-5lia+ 1) =[

Pelo que m, (1) = (t = 5)(t + 1).

2



Polinomio minimo e diagonalizacao

TeorREMA.— Um operador T em V (resp. A € K'™") € diagonalizdvel se e s6 se m(t) (resp. m,(t)) €
da forma:

(=AU = A (] — A

onde os A sdo todos distintos.



Considerando a matriz

0
a= 101 1
0 0 |

tem-se que c4() = — (f — 1)°. Temos trés possibilidades para my(1):
m@=¢-Dvm@®O=>0t-1)*vm@®=>¢-1).

Por outro lado,



0 I 0}
(A -1 = [o 0 1] =0

0 0 0O

concluimos assim que m,(f) = (t — 1)* e que A nio é diagonalizavel.



ProBLEMA 6.13.— Sem efectuar quaisquer calculos, determine um valor préprio e
dois vetores proprios linearmente independentes para a matriz

2 2 2
A=12 2 2|
2 2 2



ProBLEMA 6.17.— Seja A € R tal que os valores préprios de A sio —1,0 e 1.
Considere as seguintes afirmacdes, em que 1 representa a matriz identidade de

ordem 3:
[. A éinvertivel;
[I. O espaco das colunas de A tem dimensao 2;
[II. O nucleo de A — 1 tem dimensio 1:

IV. A—-1 éinvertivel.

Qual € a lista completa de afirmagdes verdadeiras?

A) II; B) II e III; C)lelV; D)II, Il e IV.



ProBLEMA 6.18.— Considere a matriz

-2 =2 1
A=|2 2 -1
0O -1 0

(a) Verifique que A é diagonalizavel e determine uma matriz diagonal D e uma
matriz P tal que A = PDP1.

(b) Use a alinea anterior para calcular A%, determinando ainda os seus valores
proprios e bases para os espagos proprios.



