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Consideremos o operador T : R,[f] = R,[?] definido por T(p(¢)) = p(¥) + (t + 1)p'(¥). Fixando a
base candnica de R,[7] tem-seque T(1) = 1, T(¥) = 1 4+ 2t e T(+*) = 2t + 3¢t°. Assim, a
representacdo matricial de T relativamente a base canoénica é a matriz

1 I U
A= 10 2 2

0 U 3

tem-se assim que ¢ (f) = c,(f) =det(A — ) = — (¢ — 1)( — 2)(t — 3). Assim
Al =ANA) =123}



TEoREMA.—Se A € K™ e A é um valor proprio de A entio, o espaco proprio da matriz A
associada a 4, E,(4), é dado por E,(4) = Nuc(A — Al).

SeT:V — Véum operador em Ve f é uma base de V entdo, para qualquer valor préprio de 7,
digamos 4, o respectivo espago proprio determina-se a partir de E,(4) onde A = [T']4 de acordo

com o seguinte:
Er(A) = E\(A).
Em particular se E4(1) = Ly.({ vy, ..., Vv, }) entdo E () = LV({V'f, . V'z}).



Para calcularmos E(1), E(2) e E(3) procedemos do seguinte modo:

0.1 0 0 I 0
E (1) = Nuc(A —[) = Nuc [O 1 2] = Nuc [O 0 2] = Lns(1(1,0,0)})
O 0 ) 0 0 O

assim, Ef(1) = Lps({(1,0,001)f = Ly ,({(1,0,00}) = L (4({1}).

— ] | 0 —]1 1 0
E,(2) = Nuc(A — 20) = Nuc [ 0 O 2] = Nuc [ 0 O 2] = Lns(1(1,1,0)})
O 0 | 0O O O

assim, Ep(2) = Lps({(1,1,00}) = L (s({(1,1,0)°}) = Ly (4({1 + 1.



Finalmente, no caso de E;(3),:

=2 1 0
E,;(3) = Nuc(A — 30) = Nuc [ [ ) -1 2] ] = Lnp3({(1,2,1)})
00 0 0

assim, Ep(3) = Lps({(1,2,D}) = Ly (s({(1,2,1)P}) = Ly (4({1 + 22 + £2}).

Como se constata sem dificuldade a unidgo {(1,0,0)} U {(1,1,0)} U {(1,2,1)} das bases dos diferentes
espagos proprios de A € linearmente independente (como veremos este € um facto geral. Usando
coordenadas, constatamos que {1,1 + 1,1 + 2t + >} é uma bse de R,[f] que consiste

de vectores proprios de T.




DEeFINICA0.— Um polinémio p(t) € K[f] diz-se irredutivel sobre K quando nao existem
polinémios g(1), s(t) € K[¢] tais que gr(q(?)), gr(s(z)) > 1 e p(t) = q(¥)s(2).

TEOREMA [DA FACTORIZACAO IRREDUTIVEL].—Dado um qualquer polinémio p(t) € K|¢]
existem p(2), ..., p(t) € IK[1], irredutiveis sobre K tais que p(t) = p,(t)---p,(1).



TEOREMA [FUNDAMENTAL DA ALGEBRA].—Dado um polinémio p(t) € Clt], se gr(p(t)) = n entdo,
p(t) possui n raizes complexas. Como consequéncia deste facto os tinicos polinémios irredutiveis em Cl[t]
sdo da forma at + p.

COROIARIO [DO TEOREMA FUNDAMENTAL DA ALGEBRA].—Dado um polinémio p(t) € C[t] de grau n,
fastema. ¢, ... ¢, € U tais que:

p(t) = a(t — 1) (t = &p).



TEOREMA—O:s polindmios p(t) € R[] que sdo irredutiveis, ou sdo lineares, ou de grau 2 sem raizes
reais. Como consequéncia deste facto, qualquer polindmio p(t) € R[t] admite uma decomposi¢do da
forma p(t) = ap,(t)---p,(t), onde se tem p(t) = (t — &) ou p(t) = a; + pit + i (sem raizes reais),
paral <1 <Lk.

Se um polinémio se encontrar decomposto num produto de factores irredutiveis
as suas raizes calculam-se facilmente: pela lei do anulamento do produto sdo as

raizes de cada um desses factores irredutiveis.

Nao obstante, encontrar a decomposicao de um polinémio em tactores
irredutiveis pode ser uma tarete muito complicada.



De acordo com as consideracoes precedentes, o polindmio caracteristico de um operador pode
ser decomposto em factores irredutiveis na forma:

il = (=D =B o= GR P () (D))

onde os ¢; sdo todos distintos e p,., (?), ..., p,,(f) sdo polinémios de graus dois, sem raizes, isto no
caso real e, no caso complexo, na forma:

Grl) = L= L i) oe(l = G F
onde os &; sdo todos distintos no vaso complexo.

Os valores proprios sdo entdo {&;, ..., & }. A multiplicidade algébrica de &, é o expoente s,
para I <i < k e denota-se por m;,(¢;).



Consideremos,
3 1 0
A= [0 3 4]
0 0 4

o respectivo polindmio caracteristico € c,(f) = — (f — 3)%(t — 4). Assim, a A(A) = {3.,4}. Além

disso, m,(3) =2 em,,(4) = L.



Deve ter-se em conta, no processo de calculo do polindmio caracteristico, que quanto mais cedo
se forem colocando factores em evidéncia, mais facil serd obter a decomposicido irredutivel final.

O seguinte resultado é 1til neste contexto. Seja A € K™ uma matriz do tipo

.

k k
o A,
0 0 0

Em que os blocos
A; s3o matrizes
quadradas.
Designaremos
uma matriz deste
tipo de triangular
superior por
blocos.

A ‘ 0 0
% % Ay

Em que os blocos A,
sdo matrizes
quadradas.
Designaremos uma
matriz deste tipo de
triangular inferior
por blocos.



Seia A € K™ uma matriz é triangular superior ou inferior por blocos, usando os blocos
] g p
Ay, ..., A;. Neste caso,

Cs(?) = cAl(t)cAz(t)---cAk(t)



Determine c,(f) onde A € a matriz:

40 O U

2

—1

0
0

0
0

3
A

2
0



Designando por A; € R*¥* e A, € R¥® os blocos assinalados abaixo.

Il -1 3 4 0 0 O
Il 0 S5 6 0 0 O
0O 0 2 1 0 0 O
A=|0 0 -1 2 0 0 O
| 2 5 4 N
3 68 . 7 5 N
9.5 ] 'O N

Tem-se que ¢4(1) = ¢4 (H)cy (1), porque A € triangular inferior por blocos.



Por outro lado e relativamente a A; € R*™* e denotando por A, | eA;, os blocos assinalados

abaixo:

. 4
-~ b
0 2 1
0 -1 2

1
1
Al:O
0

Tem-se que ¢4 (1) = ¢4, (f)cy, (1), porque A € triangular inferior por blocos,

usando os blocos A, ;e Ay ».



Reunindo toda esta informacao

temos:
CA(t) — CAl,l(t)CA1,2(t)CA2(t)

ou seja,
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TEOREMA.—Se A, ..., A, sGo vaores proprios distintos de um operador T' (ou de uma matriz A) e se
P, ..., P, s@o bases dos espagos proprios E(4,), ..., E(1,), respectivamente, entdo

ﬁ zﬂl U Uﬁr

¢ um conjunto linearmente independente de vectores. Assim, se § possui a quantidade suficiente de

vectores (igual a dimensdo do espaco) entdo p € uma base e o operador (ou a matriz) € diagonalizdvel.
Caso contrario, nio €.

TEOREMA.—Se A € um valor préprio de um operador (ou de uma matriz) entdo

l=sm (A< malg(/l)-

geo



TEOREMA.—Se T € um operador em V, com dim(V) = n (ouse A € K"") e A = {4, ..., 4.} entdo,
Myeo(4)) + o0 + Mg (4) < my(4) + -+ + my,(4) < n, onde A denota indistintamente A(T) ou

A(A). Tem-se entdo que existe uma base de vectores proprios se e SO se Myeo(4)) + 0 + My (4) = 7.
Assim, se My, (4)) + -+ + my(4) <nentdoT (ouA) naoé diagonalizdvel. Em particular, se para
algum A € A setem m . (1) < m,,,(A) entdo T (ou A) ndo € diagonalizdvel.

geo alg



