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TEOREMA.—Sejam, S, T : U = V, R : V — W, transformacdes lineares e f, B, B bases ordenadas de
U,V e W, respectivamente. Consideremos ainda escalares A, € K. Tem-se:

[AS + ST g5 = AlSlg 5+ ST 154
(RS 155 = [Rl;5515154

Se R € invertivel (caso em que dim V = dim W) entdo:

R~ 1]ﬁﬁ = |R];, ;—



Considere T: R> — R,[?] a transformacao linear definida por
Tx,yv,00=x+x+yt+x+y+ 2.

Mostrar que T é invertivel e determinar 7.

Sendo B e B as bases canénicas de R’ e R,[f], respectivamente tem-se:

71,005 = 1+t +1)5=(1,1,D)
7(0,1,0)5 = (1 + )5 = (0,1,1)
1(0,0,1); = ()5 = (0,0,1)




Como car(A) = car(A ") e como se vé facilmente que car(A ') = 3, concluimos que A é invertivel
e, desta forma, que T é invertivel. Tem-se ainda que:

[ O a1 1 00
[T g5 =Tl = [1 1 0] S [_1 1 o]

I 0. 1 |

Tem-se entdo que T~ '(a + bt + ctz)ﬂ — [T]ﬂf}ﬂ(a + bt ctz)/; ou seja:

1 O O] |a a
Tl therery e il 1.0l thle |-a+b
0: 1tlle —b+c

Pelo que: T '(a+ bt+ct’) =(a,—a+b,— b+ c).




n-Paralelogramos

n-paralelogramos

* {0}
{aO | ae[0,1]} {au|ae][0,1]} {au+pv|ape]0l1]} {lau+pv+nw | a,p,nel0,1]}

efc...



DEFINICAO [n-PARALELOGRAMO].—Seja U um espaco de dimensdo n. Dados n vectoresuy, ...,u, € U
o n-paralelogramo determinado por aqueles vectores € o conjunto

P, ...,u) = {mu+ - +nu, | n,....1, € [0,1]}
Nao excluimos a possibilidade de os vectores uy, ..., u, serem linearmente dependentes, caso em

que obtemos sdlidos degenerados cujo volume se considera nulo (correspondendo a situacao nas
dimensoes dois e trés).



Uma transtormacao linear 7' : V — V transtorma n-paralelogramos em n-paralelogramos, mais
precisamente:

P u ) =TUnta bl . 0 € (0] 11—
— {T(ﬂlul ‘l" 2a 2 "I" ﬂnun) | 7]1, ,7/]n - [0,1]} —

=i+ - i )i, 0 €011 =

== P(T(U.l), s T(un))



Para cada dimensao n procuramos uma funcao que possa medir o volume dos n-paralelogramos.
Representamos essa funcao por det(uy, ..., u ).

Veremos que uma tal funcao existe e que:

| det(uy, ...,u )| = Volume(P(ul, i un))



No caso da dimensao dois e considerando um paralelogramo determinado por vectores
(a,b), (c,d) € R* arespectiva area é dada por |ad — bc| i.e.,

area(P((a,b), (c,d))) = |ad — bc|

(a,b)

(c,d)



Poderiamos entio definir:

det((a,b), (c,d)) = |ad — bc |

Mas é mais conveniente considerar duas modificacoes:

1. Definir o determinante nao como uma funcdo cujos argumentos sao vectores mas sim
matrizes (cujas colunas siao os vectores).

2. Evitar o uso directo do modulo i.e., considerar

() o



Optando por considerar o determinante como uma func¢ao que envolve matrizes (as suas
colunas), podemos também lidar com um aspecto importante das transtormacdes lineares (neste
caso das transformacdes lineares 7 : R* — R?):

Se T: R* = R? ¢ linear entio, existe um escalar @ > 0 tal que:
area(7(P))
area(P)

04

para qualquer paralelogramo P. Se 7(1,0) = (a, b) e
1(0,1) = (c, d) entao,
a = |det ( |

S Q
IQ ql
.




Ou seja,

area(7(P)) = area(P)

aer([5 9))




A funcao det(A), possui propriedades interessantes, desighadamente:

det(A) = det(A "), pelo que o determinante tanto pode ser visto como uma fungdo das colunas como das
linhas de A.



det(A), € linear em cada uma das colunas de A i.e.,

det ([aal, + A2, Adj)) =adet([al, A.])+pdet([a2, Ay

det ( A, aAl, + ﬁA%Q]) — adet ( A Ai,l]) + B det ( e A%l])

O det(A), € uma tforma 2-linear nas colunas de A (ou simplesmente uma torma
multilinear nas colunas de A ).



Uma vez que det(A) = det(A "), a funcdo det(A), € linear em cada uma das linhas de A i.e.,

det ’ ’ = a det ; + [ det :
Ay s Ao Ay s
Aj s Aj s Aj s

det ’ = adet | | + pdet |
aA%,* + ﬂAzz,* All’* ﬁ Alz’*

O det(A), € uma torma 2-linear nas linhas de A (ou simplesmente uma torma
multilinear nas linhas de A ).



det(AB) = det(A) det(B).

Tem-se que det(A) # O se e s se as colunas (ou de forma equivalente, as linhas) de A sdo linearmente
independentes i.e., se e s6 se car(A) € mdxima.

Uma matriz A € invertivel se e so se det(A) # O e, neste caso, det(A‘l) — (det(A))_1



Se B resulta de A trocando duas linhas (ou duas colunas) entao

det(B) = — det(A)

A tfuncao det(A) é uma forma 2-linear alternada (ou simplesmente: uma forma
multilinear alternada).



Ja sabemos que | det(A)| é a area do paralelogramo P(Ax |, A« ,) ( € também de P(A, «, A, »)).
Mas qual é o significado do sinal do determinante?

1(e,)

e, = (0,1)

det([T]) > O

det([7]) < 0O



Uma forma n-linear alternada (ou simplesmente: multilinear alternada) em K" é uma funcao:

fTK'X - XK' > K

n Vezes

que é n-linear i.e.,
. ax + Py, .. 0 ) —afu,, ... x, 0 )+ pfy, ..y, . U)

para qualquer 1 <i < n, e é alternada i.e., para qualquer 1 <i <j < n tem-se:

f(lll, ...,Xl', ...,Xj, ...,un) — —f(lll, ...,Xj, ...,Xl', c oo lln)



TEOREMA.—Para qualquer n existe uma (inica) forma n-linear alternada em K”".

De modo a dispormos de uma forma de medir o volume de um qualquer n-paralelogramo,
generalizamos a no¢io de determinante. Se f, € a Ginica forma n-linear alternada em K" entao,
dada uma matriz A € K™ definimos:



Usando a definicdo de f, e a definicao de det(A) resulta que:
det(A) — ‘A ‘ :zﬁl(A*,l’ s oo A*,n) zﬁl(Al,*’ . An,*)

Assim, det(A) = det(A ).

Das definicoes também resulta que det(AB) = det(A) det(B).

Além disso trata-se de uma generaliza¢ao do caso particular da dimensao dois, pois com a nova
definicao continua a ter-se:
det ( ) = ad — bc

S Q
o O




A funcio det : K" — K satisfaz:

Se B se obtém de A trocando duas linhas (ou duas colunas) entao
det(B) = — det(A).

Se B se obtém de A substituindo A; « por A; « + aA; « (ou A« ; por As« ; + aA )
entio, det(B) = det(A).

Se B se obtém de A substittuindo A, « por aA, « (ou A« ; por aA. ;), com a # 0,
entio det(B) = adet(A)

Se A;» = ) A« (0uAs; = ) 1;A. ) entdo, det(A) = 0.
J7 JFi



DETERMINANTES E O METODO DE ELIMINACAO DE GAUSS

Estas propriedades sdo suficientes para calcular o determinante de qualquer matriz A € K" (observe-
se que, por defini¢do o determinante so tem sentido relativamente a matrizes quadradas).

b

Usando o mét(_)do de eliminacio de Gauss, podemos transtormar uma matriz A
numa matriz A em escada de linhas (e portanto triangular superior).

Tem-se entdo que |A| = k|A| onde o valor de k é de terminado pela forma
como as operacdes elementares afectam o determinante.



DETERMINANTES E O METODO DE ELIMINACAO DE GAUSS

TEOREMA.—Se uma matriz B € K" € triangular superior (ou inferior) entdo, o determinante de B é
o produto dos elementos da diagonal principal.

Como uma matriz em escada de linhas € uma matriz
triangular superior, o método de eliminacdo de Gauss
permite determinar o determinante de uma qualquer

matriz A € K™,



PrOBLEMA 5.4.— Sem calcular explicitamente o determinante, mostre que para
x =0ex =2setem que:
x x* 2
1 2 1]|=0.
0 0 -3



PrOBLEMA 5.6.— Sem calcular explicitamente o determinante escreva:

a1+b1 C1+d1
02+b2 C2+d2

ProBLEMA 5.5.— Sem calcular explicitamente o determinante mostre que:

b+c c+a b+a

a b C
1 1 1

0.



PrOBLEMA 5.6.— Sem calcular explicitamente o determinante escreva:

a1+b1 C1+d1
02+b2 C2+d2

como uma soma de quatro determinantes em cujas entradas nao figurem adicdes.



ProBLEMA 5.7.— Diga, justificando, se ¢ ou nio verdadeira a igualdade:

det(A + B) = det(A) + det(B).



