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DEriNICA0.— Uma transformacao linear T . U — V diz-se um isomorfismo se for bijectiva.

Se T é um isomortismo entao dim(U) = dim(V).

Se T: U — V é um isomorfismo entio, os vectores u;, ..., u, € U satistazem
uma propriedade ®(x;, ..., x,) (envolvendo no¢des de dlgebra linear) em U se e
s6 se T(u,), ..., T(u,) satistazem ®(xy, ..., x,) em V. Por exemplo:

{uy,...,u } C U élin. indep. sse {T(u,), ..., T(u,)} C V é lin. indep.

x € Ly({uy,...,u, })sse T(x) € Ly({T(u,), ..., T(u,)})



Sejam U um espaco linear sobre K e B = (uy, ..., u,) € uma base ordenada de U.

A transformacio ( )z : U = K" que transtorma cada x € U no seu vector de coordenadas, Xz, na
base B, € um isomorfismo.

E linear: (ax + fy)gz = axg + By

E injectiva: dada a unicidade de representacio numa base, vectores diferentes possuem
coordenadas diferentes.

E sobrejectiva: dado (&, ...,¢) € K" tem-se

(glul énun)B — (519 mae sy gn)

Do mesmo modo, a transformacio ( )” : K" — U que transforma cada (¢, ..., &) € K" no vector
(&, ...,& )P € U que tem aquele n-tiplo como vector de coordenadas é um isomorfismo.



Sejam S, T € Hom(U, V). A transtormacao S+ 7 : U — V é detinida por:
S+ 7T)(X) :=5X) + 1T(x)

Sejam, S € Hom(U, V) e a € K. A transtormacdo a7 : U — V é definida por:

(aT')(X) = al(X)

E simples verificar que S + T e aT sao transtormacoes lineares.



Sejam S € Hom(U, V) e T € Hom(V, W). A composicao 7> § : U — W detine-se:
(1= S)(x) = T(5(x))

No contexto dos espacos lineares, em lugar de escrevermos T o § escrevemos simplesmente 738.

A composicao 15 : U — W € uma transformacao linear.
IS(ax + py) = 1(5(ax + fy)) = T(a5(x) + p3(y)) =
= al(5(x)) + f1(5(y)) = a(15)(x) + H(T5)(y)



Sejam U e V espacos com a mesma dimensdo e T : U — V bijectiva. Enquanto funcio, 7 tem
uma inversa (inica) que é a funcio T~! : V — U, definida pelas identidades:

T Ixl=x el ity ey

TeoREMA.—Sejam U e V espacos com a mesma dimensdo e T : U — V bijectiva. A inversa de T é uma
transformacdo linear T~ : V — U.



Seja T : U — V uma transformacao linear. Sejam ainda ff = (¢4, ...,€,) € f = (f;,...,1,) bases
ordenadas de U e V, respectivamente.

Uma representacio matricial de T relativamente as bases ff e f é uma matriz que se denota por
(T34 € que satisfaz:

[T]ﬁ_,ﬂ E Kan
T(X)p' = [T]p‘,ﬂxﬁ

Ou seja, a representacao matricial de 7, relativamente as bases ordenadas  do espaco de partida e # do
espago de chgada, ¢ a (inica) matriz que multiplicada pelo vector de coordenadas x4 de um vector
x € U, produz o vector de coordenadas (7(x))z da imagem de x através de 7.



TeEorREMA.—Sejam, T : U — V uma transformacgao linear, p = (e, ...,€,) e ﬁ_ = (f;,...,1,) bases
ordenadas de U e V, respectivamente. A matriz que representa T, relativamente as bases p e f € a

matriz que se denota por [T ] 4 e cujas colunas sdo os vectores de coordenadas, T(e;)5, das imagens dos
vectores da base p, na base f.

Nas condicdes do teorema acima, se A é uma matriz que satistaz
T(X)ﬁ‘ — Axﬂ

para qualquer x € U entdo, [T]55 = A. Ou seja, a matriz que representa relativamente as bases p,
P é unica.



Exemrio 1

Seja T : R° = R a transformacio linear
definida por T(x,y,2) = (x + y,x — 2).

Considerem-se as bases

B =((1,1,0), (1, — 1,0),(0,0,1)) de R’ e

p = ((1,0), (1,1)) de R*. Qual a matriz que
representa T relativamente as bases ff e §°

Temos que determinar
1(1,1,0)5 = (2,1);
(1, — 1,0)5 = (0,1)z
1(0,0,1)5 = (0, — 1)z

que sdo as colunas de [T] 3p

Resolvendo os trés sistemas
simultaneamente:

obtém-se que:

g = [1 3 o



ExXEMPILIO 2

Considere-se T : R* — R*** definida por, A base canénica de R? é ((1,0), (0,1)). Tem-se
entao:
X )y
T(x,y) = [ ]
v X T(1,0); = [(1) (1)] — (1.0,0,1)

Qual a matriz que representa 7 relativamente é

as baseg candnicas f e f de R? e R**?, R g 1 (0.1.1.0)
respectivamente. I 0 2
Pelo que,
I 0
0 |
e
YAy 0 1
10



ExEmMP10 3

Considere a matriz A, .l 0 1 .01 Fr
Tx,y,25= [0 1 —-1[Cy.25=1]0 1 —=1{ |¥
. 0 0 1 | 0 1 i <
A=10 1 —1

0 L. ) ie.,

Supondo que A = [T']5 5 onde I'x,y,2)g=@x+yy—2y+22)

B = (1 +t2t,1 + t%) é uma base ordenada de L

R,[?] e p € a base candnica de R3. Determine

I(x,y,2). T(x,y,2) = (x+ )1+ ) + (v — 22D+

L+ 220 & fF =

— Loy Py (e E3y— Do) i



Problema.— Supondo que T : U — V é linear, f,, f, sio bases ordenadas de U e que 8, #, sdo
bases ordenadas de V. Qual a relacao entre [T'] 3 p € [T] ﬂ_zaﬁzP

A relacdo, que envolve as matrizes de mudanca de base é a seguinte:

(T3, 5, = [B1, 81T, 4,15, 1]



Suponhamos que T : R* — R? é linear e que Sendo f. = ((1,0), (0,1)) a base canoénica de

p = ((1,0), (1,1)). Suponhamos ainda que R? temos que
[T]ﬁﬂzll 2] B.81=| | BEI=0B.H"=|
: iy = 0 1 o i 0 1
Qual a representacdo matricial de T sendo assim:
relativamente a base canodnica
de R*? [T1g 5 = (B BT 1g4lB. 8] =

o 1 R



Suponhamos que T : U — V é linear, B, B sio bases ordenadas de U e V, respectivamente e que
A = [T]3 4 € a matriz que representa T relativamente a bases f e p.

Nestas condicdes tem-se, EC(A) = Im(7')5 ou seja, EC(A)'B_ = Im(7). E1_rn particul_ar se
ECA) = Ly.({uy, ..., u,}), onde m = dim(V), entao Im(7') = LV({(ul)ﬂl, . (uk)ﬂk)})

Além disso:

dim(Im(7")) = dim(EC(A)) = car(A)



Suponhamos que T : R’ — R? é linear, # = ((1,1,0), (0,1,1), (1,0,1)), 8 = ((1,1), (1,2)) s3o bases
ordenadas de R? e R?, respectivamente, e que:

A:[T]lel 0 1]

-1 0 0
determinar Im(7).

Tem-se EC(A) = Lp.({(1, —1),(1,0)}) = R?. Desta forma concluimos que
Im(T) = (R?! = R>.



Suponhamos que T : U — V é linear, B, B sio bases ordenadas de U e V, respectivamente e que
A = [T]3 4 € a matriz que representa T relativamente a bases f e p.

Nestas condicoes tem-se que Nuc(A) = Nuc(7)g, ou seja, Nuc(T') = Nuc(A)?. Em particular, se
dim(U) = n e Nuc(A) = Ly.({uy, ...,u.}) entdo, Nuc(T) = L, ,({(u)’, ..., (u )’}.

Além disso:

dim Nuc(7') = dim Nuc(A) = nul(A)



Suponhamos que T : R’ — R? é linear, # = ((1,1,0), (0,1,1), (1,0,1)), 8 = ((1,1), (1,2)) s3o bases
ordenadas de R? e R?, respectivamente, e que:

A=[T]B,ﬁ=[1 0 1]

—1.0 0
Determinar Nuc(7).

Tem-se,
Nuc(A) = {(x,y,2) [ x+2=0Ax=0} = {(0,y,0) | y € R} = Ls({(0,1,0)})

pelo que,
Nuc(T) = Lgs({(0,1,0/}) = Lgs({(0,1,1)})



Seja T : Rxs Ly R,[?] a transformacao linear que relativamente as bases canénicas dos dois
espacos é representada pela matriz:

Determinar Nuc(7') e Im(7).



R%*? e de R,[?]. Procedendo a eliminaciao de Gauss obtemos:

1 0 O |
—— 101 | ()

g0 I 0

Sejam f e p as bases canonica de

16 O |
01 I 0

010 0

Assim,
Nuc(Ad) = {(x,y,z.w) | y=z2=0Aw=—x} = {(x00,—x) | x e R} = L.({(1,0.0,— 1)}

ECA) = Lys(1(1,0,0), (0,1,1), (0,1,0)})

Pelo que,

Nuc(T) = Lp2({(1,0,0, — Dﬂ}) = L2 { [(1) —01] }

Im(T) = Ly 14({(1,0,0/%, (0,1,1%,(0,1,00/}) = L ({1t + 1%, 1)



