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DEerINICA0.—Se U e V sdo espagos lineares sobre K entdo, uma funcdo T : U — V é uma
transformacgdo linear se, para quaisquer X,y € U e quaisquer a, f € K se tem:

I(ax + py) = al(X) + p1(y)

ou, em alternativa se:
I(x+y)=T1KX)+ 1(y), para quaisquer X,y € U e,
I'(ax) = al(X), para quaisquera € Kex € U

O conjunto das transformacdes lineares de U em V denota-se Hom(U, V).

(A notacdo justifica-se porque uma transtformacao linear de U em V também se designa de
homomortismo de U em V)



A transtormacio nula, O : U — V, que transforma qualquer vector x € U em Oy, (o vector nulo
de V) é linear:

A transtormacio identidade, | : U — U, definida por [I(X) = X, para todo o x € V é linear.

Seja A € K™, A transformacio T, : K" — K" definida por T,(x) = AX é uma transformacio
linear.

Veremos que qualquer transformacao linear 7 : K" — K™ é essencialmente desta forma e,
como qualquer espaco linear é essencialmente um K" (via coordenadas), toda a transtormacao
linear é essencialmente desta forma.



Se T : U — Vélinear entao 7(Op) = Oy,

Se T é linear entio
Ioxy+ - +ax,)=o1X)+ - +aT(Xx).

Se T : U — V é linear entio T transtforma conjuntos linearmente dependentes
em conjuntos linearmente dependentes i.e. se {x;,...,x,} C U é linearmente
dependente entao {7(x,),...,7(x,)} é linearmente dependente.

Nesta atirmacdo nao se pode substituir linearmente dependente por
linearmente independente.



ProBLEMA 4.1.— Diga, justificando, quais das seguintes funcdes sio lineares.

(a T : R? - R? tal que T(x1,X%,5) = (X1 + x9,3%x1 — X5);

(b) T : R* > R? tal que T'(x, x,) = (1 + x,,3x; — 1);

(©) T : R’ - R*tal que T'(xq, Xy, X3) = 2X; — X5 + X3, X5 — 4X3);
(d) T : R’ - R’ tal que T'(xq, Xy, X3) = (X1 — XyX3, 3x§,x1 — 4x5);
(e) T : R> - R? tal que T'(xq, Xy, x3) = (X1 + Xy X3, Sx%);

f) T : R > R° tal que T'(xq,%x,5) = (X1 — X9,3%,, X1 + IXxy).



ProBLEMA 4.2.— Considere os vectores v{,V, € V5 de um espaco linear U e seja
T : U — R’ uma transformacio linear que satisfaz:

T(vp)=(,-1,2); T(v,)=1(0,3,2); T(v3)=(-3,1,2).

Determine T'(3v; — v, + 10v,).



DeriNicA0.—Seja T : U — V linear. Dizemos que T € injectiva se, para quaisquer X,y € U se tem
que X # y implica T(x) # T(y). Uma transformacao linear injectiva também se diz um
monomorfismo.

DeriINicA0.—Seja T : U — V € linear. O niicleo de T consiste nos vectores X € U tais que T(X) = O.
Denota-se Nuc(T).



TeorREMA.—Seja T : U — V uma transformacgado linear. Tem-se que Nuc(T) € um subespaco de U.

TeoREMA.—Seja T : U — V € linear. T € injectiva se e s6 se Nuc(T) = {O}, ou seja, se e s6 se o nuicleo
de T se reduz ao vector nulo de U i.e., dim(Nuc(7)) = O.



EXEMPILO

Seja A € R> a matriz 1
A= [—1 2 O}
2 =1 1

Sera a transformacio T, : R° — R” injectiva?

Tem-se que Nuc(7,) = {x € RS | FE e — Bl e R’ | Ax = O} = Nuc(A)

1 1110 I 0 =2 00
o gl o ¥ 110l = o 3 116
2 1 10 0 0 0 0 0 0 0 .0

Como a matriz tem caracteristica 2, o ntcleo tem dimensao 1 logo T, nao pode
ser injectiva. Além disso:

Nuc(7y) = {(x,y,20) | x—2y=0A3y+2z=0}={2y,y,—3y) | y € R}
= Lps({(2,1, = 3)})



DeriNicAo.—Seja T : U — V uma transformagdo linear. T € sobrejectiva se, para todo oy € V existe
X € U tal que T(X) = y. Uma transformacdo linear sobrejectiva também se designa de epimorfismo.

Dado um subconjunto X C U define-se T(X) := {T(X) | x € X}. Assim, tem-se que T € sobrejectiva sse
T(U) = V. O conjunto T(U) também se designa de imagem de T e se denota por Im(T).

TEoREMA.—Se T : U — Vélineare W< Uentago T(W) L V.

Coro1Ar10.—Se T : U — V é linear entdo T € sobrejectiva sse dim(Im(U)) = dim(V).



DeriNicA0.—Seja T : U — V uma transformagao linear. Dado um subconjunto X C V define-se
T-1(X) = {x | Tx) € X}. (Por exemplo, Nuc(T') = T‘l({G:D}).)

T~Y(X) designa-se de imagem inversa de X através de T.

TeoREMA.—Seja T : U — V uma transformagdo linear. Dado um subespagco W < 'V tem-se que
T-'(W) < U.

Como 7(0) = O tem-se que O & T-'(W).

Se X,y € T=Y (W) entio T(u) = x e T(W) = y, neste caso
T(au + pw) = al(u) + fT(W) = ax + Py
assim ax + By € T~ 1(W).



Seja T : U — V, linear.

dim(Im(7)) < dim(U) Porque Im(7T) = L (T(f3)), onde f é uma base de U.

Se dim(V') > dim(U) a transtormacao

: o T’ é sobrejectiva se e s6 se dim(Im(7)) = dim(V).
T'nao pode ser sobrejectiva.

dim(Im(7)) = dim(U) sse T é
injectiva.

T é injectiva sse transforma conjuntos
linearmente independentes em
conjuntos linearmente
independentes.



TeEorREMA.—Consideremos dois espacos lineares, U e V, sobre K. Seja f = (uy, ..., u;) uma base de U.
Sef:{uy,...,u} = Véuma fungdo, entdo, existe uma unica transformaggo linear T, : U — V tal
que, para cadal < i < k setem Tx(u,) = f(u,). Além disso, T, € definida por:

T(ap + - + o) = o f(uy) + -+ + o fuy).

Reciprocamente, se T : U — V € linear entdo T = T onde fr: {u,...,u.} = Véa fungio definida
por f(u;) = T(u;), onde 1 <i L k.



EXEMPILO

Determinar a transformacio linear 7 : R? = R’ que satisfaz 7(1,1) = (0,0,1) e
el 1y — (1.12)

1 0l G-
’[o 1| (x+ )12

. L 1
0 11t y)l?

Assim,

< + - - 1
T(x, y) = T(xzya,l) : x2y<1,— 1)) 2 x2y<o,o,1> : x2y<1,1,2>=5<x+y,x+y,3x+y>



PrOBLEMA 4.8.— Seja T : R®> — R? a transformacio linear definida por
T(1,1,00=(2,1), TO,1,1)=(@3,-1), T(0,0,1)=(2,-1).
Escolha a op¢do correcta:

AT, y,z2)=x+y,x+2) B)T(x,y,z) =(y—x,x +22)
O)T(xy,2)=Rz+x+y,x—2) D)T(x,y,2z)=02x,x+ z)



TEOREMA.—Sejam T : U — V, linear. Nestas condigoes,

dim Nuc(T) + dim Im(7T) = dim U



PrOBLEMA 4.9.— Seja T : R’ — R a transformacio linear definida por:

T(x,y,2)=(x—-2y+z,4x+ 2y — z,—6y + 32).

(a) Determine o nucleo e a imagem de T.
(b) Indique um vector de R® que nio pertenca 4 imagem de T'.

(c) Verifique o teorema da dimensio.



DEriNICA0.— Uma transformacao linear T . U — V diz-se um isomorfismo se for bijectiva.

Se T é um isomorfismo entao dim(U) = dim(V).

Se T: U — V éum isomorfismo entdo, os vectores u,, ...,u, € U satistazem uma propriedade
d(x;, ...,x,) (envolvendo nocdes de algebra linear) em U se e s6 se T(u,), ..., T(u,) satistazem
d(xq, ...,x,) em V. Por exemplo:

{uy,...,u } C U élin. indep. sse {T(u,), ..., T(u,)} C V é lin. indep.

X € Ly({uy,...,u, })sse T(x) € Ly({T(uy), ..., T(u,)})



Sejam U um espaco linear sobre K e B = (uy, ..., u,) € uma base ordenada de U.

A transformacio ( )z : U = K" que transtorma cada x € U no seu vector de coordenadas, Xz, na
base B, € um isomorfismo.

E linear: (ax + fy)gz = axg + By

E injectiva: dada a unicidade de representacio numa base, vectores diferentes possuem
coordenadas diferentes.

E sobrejectiva: dado (&, ...,¢) € K" tem-se

(glul énun)B — (519 mae sy gn)

Do mesmo modo, a transformacio ( )” : K" — U que transforma cada (¢, ..., &) € K" no vector
(&, ...,& )P € U que tem aquele n-tiplo como vector de coordenadas é um isomorfismo.



Seja A € R™. Em que condicdes T, : R" - R" é um isomorfismo?

E injectiva sse dim(Nuc(7,)) = dim(Nuc(A)) = 0 sse car(A) = n.

Neste caso a nulidade é zero, pelo que dim(EC(A)) = n e, como se tem
EC(A) = Im(T,) conclui-se que Im(7,) = R”, ou seja, T, é sobrejectiva.

Resumindo: 7, € um
isomorfismo sse A é invertivel.



Sejam S, T € Hom(U, V). A transtormacao S+ 7 : U — V é detinida por:
S+ 7T)(X) :=5X) + 1T(x)

Sejam, S € Hom(U, V) e a € K. A transtormacdo a7 : U — V é definida por:

(aT')(X) = al(X)

E simples verificar que S + T e aT sao transtormacoes lineares.



Sejam S € Hom(U, V) e T € Hom(V, W). A composicao 7> § : U — W detine-se:
(1= S)(x) = T(5(x))

No contexto dos espacos lineares, em lugar de escrevermos T o § escrevemos simplesmente 738.

A composicao 15 : U — W € uma transformacao linear.
IS(ax + py) = 1(5(ax + fy)) = T(a5(x) + p3(y)) =
= al(5(x)) + f1(5(y)) = a(15)(x) + H(T5)(y)



Sejam U e V espacos com a mesma dimensdo e T : U — V bijectiva. Enquanto funcao, 7 tem
uma inversa (inica) que é a funcio T~! : V — U, definida pelas identidades:

T Ixl=x el ity ey

TeEoREMA.—Sejam U e V espacos com a mesma dimensdo e T : U — V bijectiva. A inversa de T é uma
transformacdo linearT~' : V — U.

T~ (au + pw) = T~ (aT(x) + pT(y)) = T~ (T(ax + fy)) = ax + fy =
= aT '(u) + BT~ (W)

u=T(x),w = T(y)



Sejam S, T : R* — R’ as transformacées lineares definidas por:

S(X,y) = (xax yax_y) T(xay) = (xaxay)

Determinar (25 — T)(x, y).

2SS 1Yoy — 28500y L. y)— 2000 Ey. 6yl (X % ) —
= (2x )x £y Ix =)y (—x —x —y) =
= (X, x+ 29 2x — 3y)

Tem-se entao que:

(2S5 — Dl v) — (xxE29. 2% — 3y)



Sejam S : R’ = R?e T : R - R* definidas por:
S(x,y,z)=(2x—y,x+y) T(x,y)=(x,2y,(),x—y)

Caracterize a transformacao linear 7S.

Tem-se que
TS : R° - R*: L
R

Além disso,
TS(x,y,z2)=T(Sx,y,2)=T2x -y, x+y) =
= 2x=»2(x+),0,2x —y—(x+y) =
= (2 vy 2x + v U x—y)



