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Teorema.—Sejam,  um espaço linear sobre  e . A interseção de  e  é um subespaço de 
. Dito de outra forma, a intersecção de dois subespaços de um espaço é ainda um subespaço. 

V " U, W ⩽ V U W
V

Se  então  é o maior subespaço contido em  e em .U, W ⩽ V U ∩ W U W

Intersecção e soma de subespaços



Considerando  e , ambos 
subespaços de , determinar uma base de .

U = Lℝ4({(1,1,0,0), (0,0,1,1)}) W = Lℝ4({(1,1,1,1), (1,2,0,0)})
ℝ4 U ∩ W

Para determinar a base da intersecção de dois subespaços de  
apresentados como expansões lineares de conjuntos de vectores 
recorremos a um algoritmo.

"n

Intersecção de subespaços apresentados como expansões lineares



Suponhamos que  onde  e  onde .U = L"n(A) A = {u1, …, ur} W = L"n(B) B = {w1, …, ws}

1. Determinamos uma base para o núcleo da matriz

[A −B] =
⋮ ⋯ ⋮ ⋮ ⋯ ⋮
u1 ⋯ ur −w1 ⋯ −ws
⋮ ⋯ ⋮ ⋮ ⋯ ⋮

Intersecção de subespaços apresentados como expansões lineares



2. Essa base é da forma: 
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3.  é gerado por: LV(A) ∩ LV(B)
⋮ ⋯ ⋮
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Intersecção de subespaços apresentados como expansões lineares



Considerando  e , ambos 
subespaços de , determinar uma base de .

U = Lℝ4({(1,1,0,0), (0,0,1,1)}) W = Lℝ({(1,1,1,1), (1,2,0,0)})
ℝ4 U ∩ W

Nuc
1 0 −1 −1
1 0 −1 −2
0 1 −1 0
0 1 −1 0

= Lℝ4({(1,1,1,0)})
1 0
1 0
0 1
0 1

[1
1] =

1
1
1
1

Logo, uma base de  é .U ∩ W {(1,1,1,1)}

Intersecção de subespaços apresentados como expansões lineares



Intersecção de subespaços apresentados como núcleos de matrizes

Se ,  e  então,  onde  é a matriz 
que se obtém aumentando  com as linhas de . 

U, W ≤ "n U = Nuc(A) W = Nuc(B) U ∩ W = Nuc(A ⌅ B) A ⌅ B
A B



Exercícios

Considere os subespaços  definidos por:U, W ≤ ℝ2×2

U = Lℝ2×2 {[1 0
1 0], [1 1

0 0], [1 0
0 1]}

W = Lℝ2×2 {[1 1
1 1], [0 1

1 0], [1 0
1 1]}

Determine a dimensão de .U ∩ W



Intersecção e soma de subespaços. Somas directas

Teorema.—Sejam,  um espaço linear sobre  e . A união de  e  é um subespaço de  se 
e só se  ou 

V " U, W ⩽ V U W V
U ⊂ W W ⊂ U .

Pensando no menor subespaço de  que contém dois subespaços , a respectiva união 
apresenta-se como um natural candidato. Infelizmente, essa ideia não funciona senão em 
situações triviais:

V U, W ⩽ V



Intersecção e soma de subespaços. Somas directas

U

Se queremos descrever o menor subespaço que 
contém  e  precisamos de uma ideia nova!U W

u ∈ U
w ∈ W

W

u + w ∉ U ∪ W



Intersecção e soma de subespaços. Somas directas

Definição.—Sejam,  um espaço linear sobre  e . A soma dos subespaços  e , que se 
denota  consiste nos vectores da forma  onde  e . Ou seja,

V " U, W ⩽ V U W
U + W u + w u ∈ U w ∈ W

U + W = {u + w ∣ u ∈ U e w ∈ W}

Teorema.—Sejam,  um espaço linear sobre  e . Tem-se que . Além disso, tem-
se ainda que .

V " U, W ⩽ V U + W ⩽ V
U ∪ W ⊂ U + W



Teorema.—Seja  um espaço linear sobre . Tem-se:V "
LV({x1, …, xn}) + LV({y1, …, ym}) = LV({x1, …, xn, y1, …, ym})

Ou seja, se  e  são conjuntos de vectores em  tem-se:X Y V

LV(X) + LV(Y) = LV(X ∪ Y)

Intersecção e soma de subespaços. Somas directas



Exemplo

Considerando  e , ambos 
subespaços de , determinar uma base de .

U = Lℝ4({(1,1,0,0), (0,0,1,1)}) W = Lℝ({(1,1,1,1), (1,2,0,0)})
ℝ4 U + W

Tem-se que , que é o espaço das linhas da 
matriz:

U + W = Lℝ4({(1,1,0,0), (0,0,1,1), (1,1,1,1), (1,2,0,0)})

1 1 0 0
0 0 1 1
1 1 1 1
1 2 0 0

1 1 0 0
0 1 0 0
0 0 1 1
0 0 0 0

Logo, uma base de  é .U + W {(1,1,0,0), (0,1,0,0), (0,0,1,1)}



Soma directa

Definição.—Se  a soma  diz-se uma soma directa se .U, W ⩽ V U + W U ∩ W = {0}

Se a soma  é directa representamo-la simbolicamente por .U + W U ⊕ W

Teorema.—Sejam . Suponhamos ainda que a soma destes dois subespaços é directa. Nestas 
condições, qualquer  é da forma  sendo  únicos. Ou seja, se  e 

 então,  se e só se  e .

U, W ⩽ V
x ∈ U ⊕ W x = u + w u, w u, ū ∈ U

w, w̄ ∈ W u + w = ū + w̄ u = ū w = w̄



Teorema.—Sejam  um espaço linear sobre  e . Tem-se a seguinte relação entre as 
dimensões de ,  e :

V " U, W ⩽ V
V U W

dim(U + W) = dim(U) + dim(W) − dim(U ∩ W)

A ideia da demonstração é a seguinte: sendo  uma base de . Pode estender este 
conjunto de vectores linearmente independente a bases  e 

 de  e , respectivamente. 

{x1, …, xn} U ∩ W
{x1, …, xn, u1, …, us}

{x1, …, xn, w1, …, wr} U W

Pode verificar-se que  é uma base de .{x1, …, xn, u1, …, us, w1, …, wr} U + W

Tem-se então:

dim(U + W) = dim(U) + dim(W) − dim(U ∩ W)
n + s + r n + s n + r n



U ∩ W

U W


