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TeorREMA.—Seja A € K" uma matriz. Tem-se que a dimensio do espaco das linhas de A
coincide com a dimensao do espaco das colunas de A e ambas coincidem com a caracteristica de
A. Assim, tem-se que:

car(A) = dim(EC(A)) = dim(EL(A))



DEFINICA0.—Seja A € K" uma matriz. A nulidade de A, que se denota nul(A), € a dimensdo do
niicleo de A.

TeorREMA.—Seja A € K™ uma matriz. Tem-se que:

n = car(A) + nul(A)

Ou seja, a soma da nulidade com a caracteristica de uma matriz
iguala o nimero das suas colunas.



DEeriNICA0.— Uma base ordenada de um espago linear V € uma base onde se fixa uma ordem para os
vectores da base. Ou seja € uma sequéncia ordenada de vectores de V,

g=(u, ..u)
tal que {uy,...,u, } € uma base de V.
Se x € V, o vector de coordenadas de X na base ordenada f§ € o (iinico) n-iiplo X5 = (ay, ..., @,) que
satisfaz:

X=ou; + - +au,.



Se V & um espaco linear sobre K e § = (uy, ..., u,) € uma base ordenada de V entdo a
correspondéncia X > Xz € uma fungao bijectiva V — K". A inversa desta fungao € a fungao

(@, ....,a) (ai,....,a) = au, + --- + a.u,. Ou seja, tem-se:
1 n 1 n 1 =1 n-n J

(Xﬁ)ﬂ = xella, . . an)ﬁ)ﬂ = (2, ..., @,).

Dizemos que [K" € o espac¢o de coordenadas de V. Uma vez que n = dim V o espaco de
coordenadas de um espaco de coordenadas de um espaco linear V é sempre [K4™V.

Por exemplo, os espacos de coordenadas de K", K™ e [ [x] sdo, K", K" e K",
respectivamente.



Dados Xy, ..., X, € V tem-se:

(Olle + - "I" aan)ﬂ — al(Xl)ﬁ + i + an(Xn)ﬁ

Analogamente, dados x;, ..., X, € K" tem-se:

(X + - + anxn)ﬁ i al(xl)ﬂ + .- + an(xn)ﬁ



Identificacao dos vectores com os vectores de coordenadas

Do ponto de vista da algebra linear um vector num espaco linear pode ser identificado com o
respectivo vector de coordenadas.

Mais especificamente: sejam, V um espaco linear, cujo espaco de coordenadas é K" e ®(x,...,x, ) uma
proposi¢do envolvendo apenas nogoes de dlgebra linear.

Dados vectores X, ..., X,, € Vtem-se que ®(x,, ..., X, ) é verdadeira em V se e s0
se O((xy)g, ..., (X,,)p) € verdadeira em K",

Reciprocamente, se X, ..., X,, € K" entdo, ®(x,, ..., X, ) € verdadeira em K" se e
SO se (D((Xl)ﬁ, . (Xm)ﬁ) é verdadeiraem V.



Por exemplo:

X=®emVseeséseXﬂ=®emK”.

X1, ..., X, S0 linearmente independentes em V sse (X1)gs ---» (X,)p 830
linearmente independentes em K”.

X1, ..., X, S30 linearmente dependentes em V sse (X1)gs - -5 (X)) 530 linearmente
dependentes em K”.

x € Ly({uy, ..., u}) sse x5 € Lyu({(uy)g, ..., (Wp)g}).



DeFiNigAo.—Dados X C Ve Y C K", definimos Xz = {x5 | x € X} e Y = {y*|y e Y}

Tem-se:
X = VsseXﬁ ey < [N sse Y? < V.
X cX,sse (XY o ey ¢ Vysse (V) (Vo0

Se xj,.... X, € V entdo (LV({XI, ...,Xn}))ﬂ = LKn({(Xl)ﬁ, o (Xn)ﬂ}).
Se Xy ..o X, €1€ entio (L[,@({Xl, - Xn}))ﬂ = LV({(Xl)ﬂ, i (Xn)ﬂ}).



e R*** sio linearmente independentes?

1 1. =~ 0
Os vectores [1 1],{0 _1],[1 ,

Determine uma base para o subespaco de R**“ por eles gerado.

Fixando, por exemplo, a base candénica em R%%2 o5 vectores acima s3o linearmente
independentes se e s6 se os respectivos vectores de coordenadas nessa base, que sao (1,1,1,1),
(1,— 1,0, — 1) e (0,2,1,2), respectivamente, forem linearmente independentes. Tem-se:

e 1 P 1 | oene
L ~1. 0 =l| —> 140 2 | DI —>» 1) -2 | 2
a2 1 ) O 2 1 2 0. g 0 0

Como a matriz tem caracteristica 2 < 3, os vectores sao linearmente dependentes.



e 0 L L . k]
l -1 0 -1} =——» |0 -2 -] 2] =—» |0 -2 -1 -2

2 . 2 - 2 1. 7 0 0 O 0

Uma base para o espaco das linhas consiste nos vectores (1,1,1,1) e (1, — 1,0, — 1). As matrizes
que possuem estes vectores de coordenadas sao as matrizes:

e

Que, portanto, constituem uma base do subespaco indicado.



Matriz de mudanca de base

Problema: Se 5, e f§, sdo bases ordenadas de V, e se Xg. é conhecido, como
obter de modo etectivo Xﬂz?

A matriz de mudanca da base ordenada f; = (u,, ..., u, ) para base ordenada
pr, = (wWy,...,w,) € aunica matriz A que possui a seguinte propriedade:
AXﬁ1 N

Esta matriz denota-se por [f,, f#;] e as suas colunas sdo os vectores de
coordenadas dos vectores da base f, na base f5, i.e. (u;)g, ..., (U,)g

A matriz de mudanca da base f; para a base f, denota-se [f,, p;].



Ou seja, se #; = (uy, ..., u,) entao,

12, P11 = (ul)ﬁz (u2)ﬁz (un)ﬁz



81,81 = [, By~
105,011 = 1P, Po11P5, Py



Em R? considerem-se as bases ordenadas p,=((1,1),(1, = 1) ep, =((1,1),(2,3)).

1) Quais as coordenadas de (x, y) na base f;.
2) Determinar [f,, B ].

3) Quais as coordenadas de (x, y) na base f,.



1) Para determinar as coordenadas de (x, y) na base ((1,1), (1, — 1)) temos que resolver o sistema:

1 1 1 0| (x+y)2
L Cp | e R e

ou seja:




2) Para determinar [f,, ;] podemos recorrer directamente a defini¢do, sabendo que as colunas
desta matriz sio (illg el 1) Preferimos ilustrar uma outra possibilidade: denotando por fi. a

base canénica de R? ou seja, a base ordenada ((1,0), (0,1)), obtém-se imediatamente:

i e 2
[ﬁc’ﬂl] — [1 _1] [ﬁcaﬂZ] = [1 3]
pelo que: i
- _ . S 2 1
[ﬁZaﬁl] T [ﬁ29ﬁc][ﬁcal] o [ﬁc’ﬂZ] [ﬁc’ﬁl] o [1 3] [1 _1]
ou seja,

[Py, 1] = [(1) _52]



3) Para (x, y)z usamos a matriz de mudanga de base:

(x+ y)/2
(x — y)/2

o>
0=

Xty
Ny

1l s
210 =2

(x, )5, = [B2, B11(x, )5, 0u s€fa, (x, y)p, = [




Exemplo

Em [K,[7], considere-se a base f = (1,1 + 1,1 + t%). Qual o vector de coordenadas de 2 — ¢ — 3¢?
na base B.

Por definicio tem-se que (2 — ¢ — 3t2)ﬁ = (£4,&5,&3) se e so se
2—t=3t°=& -1+ &1+ 0D+ EA +19)

A igualdade acima é equivalente a: 2 — t — 3t* = (&, + &, + &) + &t + &t

g1t & 8 =
ouseja,a: 1& = -1 e, (b cy) =0,k —3)
53 = =3




R2%% considere a base ordenada f onde,

ekl o L

No espaco

Determine (1,0,2, — 1.

Por definicio:

1 O
_ 1\ = L



Exemplo

Determinar uma base e a dimensao de W = LK3U](1 S e Uit g

Considerando a base canodnica de K;[#] que € a base ordenada f§ = (1%, t1, 2, 7). Podemos resolver
o problema através dos vectores de coordenadas. Tem-se que:

Wy = Lga(((1,1,0,0), (1,0,1,0), (2,1,1,0), (-1, — 2,1,0))

E uma base para este espaco pode obter-se pelo método de eliminacdo de Gauss. Considerando
aqueles vectores como linhas de uma matriz temos:

ke 4.0 U L4 00
0 1 0 0 —1 @1 0
2 1 1D 0 O O 0
-1 -2 1 0 0 O 4 0



Assim, os vectores (1,1,0,0), (0, — 1,1,0) sao uma base de Wﬂ.

Tem-se entao que:

W= (W = Ly (4((1,1,0,0/%,(0, — 1,1,006) =

e {141t —t+t*} éuma base de W que, assim, tem dimens3o 2.



