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Definição.—Seja  é um espaço linear e  um conjunto gerador de . Se  é linearmente 
independente então  diz-se uma base de . 

Uma base ordenada de  é um -úplo  em que  é uma base de . 
(Note-se que uma base , de , determina  bases ordenadas distintas.)

V X V X
X V

V n (u1, …, un) {u1, …, un} V
{u1, …, un} V n!

Bases e dimensão

Teorema.—Se  então, existe  tal que  é uma base de . Desta forma todo o espaço 
linear tem uma base.

V = LV(X) Y ⊂ X Y V



Teorema.—Seja  um espaço linear. Se  e  são bases de  então, . Ou 
seja as bases de  têm todas a mesma quantidade de elementos.

V {x1, …, xn} {y1, …, ym} V m = n
V

Definição.—Seja  é um espaço linear. A dimensão de , que se denota , é o número de 
elementos que integram uma qualquer base de . 

Convencionalmente .

V V dim(V)
V

dim({"}) = 0

Tem-se então que ,  e .dim(#n) = n dim(#m×n) = mn dim(#n[x]) = n + 1

Bases e dimensão



Teorema.—Seja  é um espaço linear com dimensão . Se  e  então, o conjunto 
 é linearmente dependente. (Num espaço de dimensão , mais que  vectores são 

necessariamente linearmente dependentes.)

V n {x1, …, xk} ⊂ V k > n
{x1, …, xk} n n

Teorema.—Seja  é um espaço linear. Se  é linearmente independente então, existe uma base  
tal que . (Ou seja, todo o conjunto linearmente independente pode ser completado até se obter 
uma base.)

V X ⊂ V Y
X ⊂ Y

Teorema.—Seja  é um espaço linear com dimensão . Se  é linearmente independente e tem  
vectores então,  é uma base de . (Num espaço de dimensão , quaisquer  vectores linearmente 
independentes constituem uma base.)

V n X ⊂ V n
X V n n

Bases e dimensão



Teorema.—Se  e  é um espaço de dimensão finita então,  é um espaço de dimensão finita e 
. Se  é um subespaço não-trivial de  então, .

W ⩽ V V W
dim(W) ≤ dim(V) W V 1 ≤ dim(W) < dim(V)

Teorema.—Se  é um espaço linear e  é uma base de V então, qualquer  pode 
ser escrito de forma única como uma combinação linear dos vectores em .

V X = {e1, …, en} x ∈ V
X

Isto sucede porque se  são linearmente independentes então:u1, …uk
 sse α1u1 + ⋯ + αkuk = β1u1 + ⋯ + βkuk α1 = β1, …, αk = βk

Bases e dimensão



Teorema.—Seja  uma matriz que se obtém de  através da aplicação de uma sequência de 
operações elementares. Nestas condições . Em particular, se  é uma matriz em 
escada de linhas então as linhas com pivôs constituem uma base para  
(e também para ).

A* A
EL(A) = EL(A*) A*

EL(A*)
EL(A)

Em certos casos interessa-nos obter uma base constituída 
por linhas da matriz original.

Teorema.—Seja  uma matriz em escada de linhas que se obtém de  através da aplicação de uma 
sequência de operações elementares. Nestas condições, as linhas de  que (a menos de eventuais trocas de 
linhas) correspondam às linhas de  com pivôs, são uma base de .

A* A
A

A* EL(A)

Bases e dimensão



Considerando a matriz tem-se que:A = [
0 1 0 1
1 1 0 −1
1 2 0 0 ]

[
0 1 0 1
1 2 0 0
1 1 0 −1]

1
2
3 L1 ↔ L3 [

1 1 0 −1
1 2 0 0
0 1 0 1 ]1

2
3

−L1 + L2 → L2 [
1 1 0 −1
0 1 0 1
0 1 0 1 ]1

2
3

−L2 + L3 → L3 [
1 1 0 −1
0 1 0 1
0 0 0 0 ]1

2
3

ou seja, tanto o conjunto  correspondendo às linhas com pivôs na matriz 
final, como o conjunto contendo as linhas que na matriz inicial 
correspondem às linhas com pivôs na matriz final, são bases de .

{(1,1,0, − 1), (0,1,0,1)}
{1,2,0,0), (1,1,0, − 1)}

EL(A)

Exemplos



Teorema.—Seja  uma matriz em escada de linhas que se obtém de  através da aplicação de uma 
sequência de operações elementares. Nestas condições, as colunas de  que correspondem às colunas de 

 que contém os pivôs são uma base de .

A* A
A

A* EC(A)

Observe-se que o método de eliminação de Gauss não preserva 
o espaço das colunas, pelo que já não é possível fazer escolhas 
na matriz final.

Bases e dimensão



Considerando a matriz tem-se que:A = [
0 1 0 1
1 1 0 −1
1 2 0 0 ]

[
0 1 0 1
1 2 0 0
1 1 0 −1] L1 ↔ L3 [

1 1 0 −1
1 2 0 0
0 1 0 1 ] −L1 + L2 → L2 [

1 1 0 −1
0 1 0 1
0 1 0 1 ] −L2 + L3 → L3 [

1 1 0 −1
0 1 0 1
0 0 0 0 ]

ou seja, tanto o conjunto  correspondendo às colunas com pivôs na matriz final, 
é uma base de .

{(0,1,1), (1,2,1)}
EC(A)

Exemplos







Teorema.—Seja  uma matriz. Tem-se que a dimensão do espaço das linhas de  
coincide com a dimensão do espaço das colunas de  e ambas coincidem com a característica de 

. Assim, tem-se que:

A ∈ #m×n A
A

A

car(A) = dim(EC(A)) = dim(EL(A))

Relação entre as dimensões dos espaços das linhas e das colunas de uma matriz







Definição.—Seja  uma matriz. A nulidade de , que se denota , é a dimensão do 
núcleo de .

A ∈ #m×n A nul(A)
A

Teorema.—Seja  uma matriz. Tem-se que:A ∈ #m×n

n = car(A) + nul(A)

Ou seja, a soma da nulidade com a característica de uma matriz 
iguala o número das suas colunas.

Nulidade de uma matriz




