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O nucleo de uma matriz A € K™, que se denota Nuc(A) é o conjunto de solucdes do sistema
homogéneo Ax = O. Tem-se que:

Nuc(A) < R™!

ou, identificando vectores coluna com n-tplos:

Nuc(A) < R”

Como AQ = O tem-se que O € Nuc(A). Por outro lado, se X,y € Nuc(A) e
a, € Kentio A(ax + fy) = aAx + fAy = O + O = O. Assim,
ax + fy € Nuc(A).



ProBLEMA 3.1.— Considere os vectores v; = (2,1,0,3), v, = (3,—1,5,2) e v; =
(-1,0,2,1). Quais dos vetores seguintes pertencem a Ly ({V{, V,, V3})?

a) (2,3,-7,3); b)(0,0,0,0); ¢)(,1,1,-1); d)(—4,6,—-13,4).



ProBLEMA 3.2.— Quais dos seguintes conjuntos com as operacdes usuais de adi-
¢do vectorial e multiplicacdo por escalares reais sio subespacos lineares de R>?
(a) O conjunto de vectores da forma (a, 0,0) com a real.
(b) O conjunto de vectores da forma (a, 1, 1) com a real.
(c) O conjunto de vectores da forma (a,b,c) comb=a+cea,b e R.
(d) O conjunto de vectores da forma (a, b,c) com a,b,c € Z.

(e) O conjunto de vectores da forma (a,b,c) comb=a+c+1ea,beR.



ProBLEMA 3.4.— Sempre que b pertencer ao espaco das colunas de A escreva-o
como combinacio linear dessas colunas.
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DEFINICA0.—Seja V um espaco linear sobre K. Dizemos que V é um espaco linear de dimensao
finita se existe um conjunto finito de vectores {x;,...,X, } C Vtal que V = L, ({X{,...,X,}), ou

seja, qualquer vector em V é uma combinacdo linear dos vectores X, ..., X,..

No curso consideraremos apenas
espacos de dimens3o finita.



Os espacos K" s3o espacos lineares de dimensao finita.

Tem-se K" = Ly.({€e;, ...,€,}) onde:
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Os espacos K" s3o espacos lineares de dimens3o finita.

Tem-se K™" = L({BY | 1 <i <m,1 <j<n})onde B" é a matriz que se obtém da
matriz nula colocando 1 na posicao (i, j).

No caso de R?*?, por exemplo, tem-se:
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O conjunto dos polindémios de grau < n, numa variavel, x, e com coeficientes em K, denota-se
K, [x]. Tem-se que [{ [x] < KKK,

O espaco [, [x] tem dimens3o finita. Tem-se:
K blsl, (.t )

Este facto é completamente trivial pois, tendo em conta a definicao das operacoes
de adicdo de funcdes e multiplicacdo de um escalar por uma funcio tem-se que:

ag+ ax+ - +ax"=(ay-x°) + (a, - x) + - + (a, - x")



O conjunto dos polinémios de grau arbitrario, numa variavel, x, e com coeficientes em [K,
denota-se K[x]. Tem-se que [K[x] < e

O espaco [K[x] ndo tem dimensio finita.

Se se tivesse K[x] = Ly ({p;(X), ..., p(x) }) entdo, sendo n 0 maximo dos graus

dos p:x) (i = 1,..., k) qualquer combinacao linear daqueles vectores terd grau no
maximo 7. Isto significa que, por exemplo, x"*! nio é combinacio linear dos

pi(x), contradizendo K[x] = Ly, ({p(x), ..., pr(0) }).
No entanto:
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Bases e dimensao

Recorde-se que V é um espaco de dimensao finita se V = L;/(X) para algum X C V, finito.

Uma interessante questao € a seguinte:

Se V é um espaco de dimensao finita, qual é a menor
cardinalidade possivel de um conjunto gerador de V?



Note-se que se X € X e x € L(X\{x}) entdo L(X) = Ly (X\{x}).

Ly(1x,y}) = Ly(1X})

y € Ly({x})

Assim, se procuramos conjuntos geradores de cardinalidade minima, temos que evitar conjuntos
onde elementos se podem escrever como combinacées lineares de outros.



DEFINICA0.—Sejam, V um espaco linear e X, ..., X, € V. Dizemos que o conjunto {X;,...,X,} é
linearmente dependente, ou que os vectores X, ..., X, sdo linearmente dependentes se existe
aloum i € {1,...,n} tal que x; € L ({xy, ..., X, }\{X;}), ou seja, se algum vector X se pode
escrever como combinacio linear dos restantes.

Um conjunto de vectores que nao é linearmente dependente diz-se linearmente independente.



TEOREMA.—Sejam V um espaco linear e {Xx;, ..., X, } C V. Tem-se que {X, ..., X,} é linearmente
dependente se existem escalares, ndo todos nulos, a, ..., a, € K tais que:

aXx;+ - +ax =0

caso contrario, ou seja, se a inica forma de obter O como combinacao linear dos vectores
X1, ..., X, for, considerando os coeficientes da combinacao linear todos nulos, o conjunto
{X{,...,X,} diz-se linearmente independente.

Por exemplo: como 10 = O, o conjunto {O} é linearmente dependente. Por outro lado, se X # O

tem-se que ax = O se e s6 se a = 0 e assim, se X # O o conjunto {x} é linearmente
independente.



Consideremos os vectores (1,1, — 1),(1,0,1), (1,2, — 1) € R3. Serdo estes vectores linearmente
dependentes ou linearmente independentes?

Como podemos identificar vectores de R3 com colunas em R¥*! o problema consiste em
determinar em que condicdes a coluna nula é combinacao linear das colunas[1 1 - e85

(1 0 1]'e[1 2 —=1]', ouseja em determinar a natureza do sistema:

1 1 10
I 0 2 10
-1 1 =110

Se ele for determinado os vectores sao linearmente independentes, se o sistema for
indeterminado entio os vectores sdo linearmente dependentes.



