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DEeriNicA0.—Um espaco linear, V, sobre K, consiste num conjunto nao vazio V, cujos elementos
se designam genericamente de vectores, equipado com operacdes de adicao de vectores e de
multiplicacdo por escalar (i.e., um membro de K).

A adicio de vectores associa a cada par de vectores (u, v) € V° um vector de V,
que se designa de soma de u com v e que se denota por u + v.

A operacao de multiplicacdo por escalar faz corresponder a cada par

(a,u) € [K X Vum vector que se designa de multiplicacdo do escalar a pelo vector v
e se denota av. Um vector da forma av diz-se um maltiplo escalar de v ou
simplesmente, um multiplo de v.

Devem ainda ser verdadeiros os seguintes axiomas:



Axiomas de espaco linear

(1) X + y =y + X (a adicdo é comutativa);
(2) (X +y)+2z=x+(y+ z) (a adi¢do é associativa);

(3) Existe um vector u tal que, dado qualquer outro vector x, tem-se
X + u = X (ou seja, existe um elemento neutro para a adicdo).

O elemento neutro é necessariamente 1nico: se u e v sao elementos neutros
entdo, u + v = v, porque u é elemento neutro e u + v = u porque v é elemento

neutro. Assimu=u-+v = V.

Como o elemento neutro € tnico, denotamo-lo por 0.



Axiomas de espaco linear

(4) Para cada vector X, existe um vector y tal quex +y =0
(existéncia de simétrico).
O simétrico de X € Ginico: se u e v sao simétricos de x entao,
u=u+0=uv+Ex+v)=@@+x)+v=0+v=yv

Sendo Gnico, o simétrico de x denota-se por —X.

(5) (@ + f)X = ax + pXx
(distributividade do produto por escalar relativamente
a adicao de escalares);



Axiomas de espaco linear

(6) a(x +y) = ax + ay
(distributividade do produto por escalar relativamente
a adicao de vectores);

() 1x = X;

(8) (aP)x = a(fx);



Denotamos por K" o conjunto de todos os n-tplos de escalares em K. Neste conjunto
consideramos operacoes de adicdo de vectores e de multiplicacdo por escalar definidas por:

(519 9571) g (7]19 2> ﬂn) = (51 + 7/]19 s s> fn a7 Wn)
a(gl’ L én) .= (aéb et o) afn)

Com estas operacodes, K" é um espaco linear.



O espaco R? pode ser identificado com a estrutura dos vectores fixos do plano:

<) e X+y=(5+1,5+m)
S+ 1,
2 51 §1+ 1

Yy — (7/]19 ;72)



O conjunto K" das matrizes do tipo m X n com entradas em K, com as operacdes usuais de
adicao de matrizes e de multiplicacao de um escalar por uma matriz, constituem um espaco
linear sobre K.
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Seja X um conjunto nio vazio. O conjunto “K das funcdes f: X — K é um espaco linear sobre K
quando equipado com as operacdes de adicao e de multiplicacao por escalar dadas por:

(f+ &) = f(x) + gx)
(af )(x) = a - f(x)

Exemplos mais concretos sio "R, onde N é o conjunto dos naturais. (Observe-se que uma funcio
dos naturais para os reais é o que vulgarmente designamos de sucessao de niimeros reais.) Outro

exemplo importante consiste nas funcoes reais de variavel real, RR, ou ainda mais geralmente 'R
das funcoes definidas num intervalo 1.



Propriedades elementares

(1) Ox = O
Tem-se Ox = (0 + 0)x = 0x + 0x. Adicionando a ambos os
membros —(0x) obtém-se O = 0Ox.

(2) a0 =0
Analogo ao anterior: a0 = a(O + O) = aO + aO.

(3] Seax = O ex £ Uentioa = 0.
Se a # 0 entdo, ax = O implica que —(ax) = —0 = O, ou seja, x = O.
a a
(4) Se X # O entdo, ax = fx seesd se a = p.
Tem-se que ax = fx se e s6 se ax — X = O, ou seja, (¢ — f)x = O e, pelo
anterior, isto acontece sse o — p.



Propriedades elementares

(5) Se @ # 0 e ax = O entdo, x = O

Tem-se O = ax = ax + ax = 2a)x. Como x # O tem-se
a—Za ol seld a — ).

(6) Se a # 0 entdo, ax = ayseesdésex =y

Tem-se que ax = ay se e s6 se ax — ay = U, ou seja,
a(x —y) = O e, pelo anterior isto acontece sse X =y.

(7) (=Dx=—-x
X+ (-1D)x=(0-1)x=0x=0,logo (—1)x = — X pela
unicidade do simétrico.




DEFINICA0.—Sejam, V um espaco linear sobre Ke v, ...,v, € Vvectores em V. Uma
combinacio linear dos vectores vy, ..., v, € uma soma da forma:

N1 T TV

onde a;, ..., a, € K. Um vector X € V € uma combinacio linear de v, ..., v, se existem escalares
ai,...,a, € Ktailsquex =a;vi+ -+, v,.
O conjunto de todos os vectores que sao combinacdes lineares de v, ..., v, denota-se por:

ey, o8N 1)

E designa-se de expansdo linear de {v,,...,v, } em V.



Lpo({X})




Lpo(1X}) = Lpa(1X, ¥ }) = La(1Y 1)
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Por convencao consideramos que

L/(2) =10}



O sistema [A | b] é possivel se e s6 se b é combinacio linear das colunas de A.

Os espacos lineares K", K™! e K!*" s30 essencialmente equivalentes, i.e. do ponto de vista da

algebra linear € indiferente trabalhar com o n-tiplo (x;, ..., x,), com o vector linha [x; ... x ] ou
com o vector coluna [x; ... x,]'.
Em particular, se u, X, ....,x, € K" entdou € L..({X,...,X,) se e s0 se o sistema:

n

é possivel.



Consideremos o espaco R, Ter-se-4 (1,1,0) € Ln5({(1,0,0), (0,0,1), (1,0,1)})?

A resposta a questio é atirmativa se e s6 se o vector (1,1,0) for combinacao linear

dos vectores (1,0,0), (0,0,1), (1,0,1).

Uma vez que é indiferente trabalhar com vectores de K" ou vectores coluna
de K"*! (a dlgebra é a mesma) o nosso problema é equivalente a saber se a
coluna[l 1 0] ¢éuma combinacio linear das colunas[1 0 0],[0 O 1] e

L0 11




Como sabemos, isso acontece se e sO se, o sistema:

U 1
0 0 O]l
g 1 10

é possivel (o que claramente n3o acontece).



Sera que R> = Ln5({(1,0,0), (1,1,0), (1,1,1)})?

Ou seja, serd que dado um qualquer (x,y,z) € R’ se tem que (x,y, z) é
combinacio linear dos vectores (1,0,0), (1,1,0), (1,1,1)?

Isso acontece se 0s sistemas

11
0 1
0 O

e e
o et o

forem todos possiveis.
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Os sistemas s3o todos possiveis, pelo que a resposta é afirmativa.

Como as solucdes do sistema fornecem os coeficientes das combinacdes
lineares, conclui-se que

(x,¥,2) = (x—y)(1,0,0) + (y — 2)(1,1,0) + z(1,1,1)

oL



Seja V um espaco linear sobre K. Um subconjunto nao vazio X C V diz-se fechado para as
operacgoes de espaco linear (de V) se:

Xx,yEX=>X+y€EX

g xXEX > ax E X

DEeFINICA0.—Sejam V um espaco linear sobre [K e W um subconjunto nao vazio de V fechado
para as operacoes de espaco linear (de V). Dizemos que W é um subespaco linear de V ou
simplesmente um subespaco de V se, com as operacdes de V,

se tem que W é um espaco linear.



Acontece que, se W é fechado para as operacoes em V isso é ja suficiente para garantir que é um
espaco linear e, consequentemente, é um subespaco de V.

As operacdes efectuam-se da mesma forma em Ve W e, a maioria dos axiomas

de espaco linear sdo universais. Assim se todos os elementos em V satisfazem
esses axiomas, em particular também os de W os satistazem.

As excepcdes sdo a existéncia de simétrico, para cada vector, bem como a
existéncia de elemento neutro para a soma. No entanto tem-se:

xeW=>(Clix=—xeX
xeW=0x=0eW



TEOREMA.—Seja V um espaco linear sobre [K. Um subconjunto W C V é um subespaco de V

se e sO se:
OeWw,
X.VYEW =X [V}
ceK,xeW=axe W.
Ou se:

O e W;
a,pel,x,yeW=ax+pye W.

Escrevemos W < V para indicar que W é um subespaco de V.



Se V é um espaco linear sobre K entio {O} < VeV V.

Se V é um espaco linear sobre K e X C V entao, Ly/(X) < V.

Dado x € X tem-se O = 0x € L(X). Por outro lado, se

entao,

SGXp oo b x Vb iy, € LX)

(l(lel g% - o gnxn) +ﬁ<’71Y1 5z e ﬂkYk) 7

= (A X, o =« (ac %)

Vg

e+ Py € Ly(X)



Se W< VeX C Vétal que W = L(X) dizemos que X é um conjunto gerador de W.

Tem-se que:

Se X C Yentao L/(X) < L(Y).
Sew € L/(X) entdo L(X U {w}) = L/(X).



Seja A € K™". O espaco das colunas de A é:
EC(A) = Ligma({Ax 15 .-, Ax . }) € K™

Ou, tendo em conta a identificacdo de n-tiplos com vectores coluna:



Sabemos do estudo prévio acerca de

Consideremos a
sistemas de equacoes lineares que [x y w]T

matriz
é combinacio linear das colunas de A
{1 - se e SO se o sistema

. 0 1 -1 -

L0 1 u y

i1 2 AtEL =G

W

W

Dada um vector (x, y, z, w) em que E possivel.

circunstancias é que ele é
membro de EC(A)?



Temos entao,

I ] 0 | x 1 () X

B 1 -1 9 Eliminacao de Gauss 0 1 -1 y

E 0 . 7 0 0 0 — X+ y+z
1 =1 D 0 0 O | —x+2y+w

ou seja, (x,y,z,w) EEC(A)seesbése—x+y+z=0e—x+2y+ w = 0. Isto é equivalente a
dizer que z = x — y e w = x — 2y, que sdo precisamente os quadruplos da forma
(x,v,x—y,x — 2y) onde x e y s3o reais arbitrarios.



Seja A € K™". O espaco das linhas de A é:

EL(A) = Lyl {A; 55 .-, Ay s }) S KD

Ou, tendo em conta a identificacao de n-iplos com vectores linha:

ELA)s Bl A ) <K



Consideremos a Observando que EL(A) = EC(A") a questio

matriz pode resolver-se como atras fizemos para
determinar um espaco das colunas i.e.,
(x,v,2) € EL(A) se e s6 se o sistema

0
0 1 -1
A =
1.6 i 1l R
i1 4 0=
7 Z
Dada um vector (x, y, z) em que for possivel.

circunstancias é que ele é membro de EL(A)?



