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Considerando uma matriz inicial A, duas pessoas, aplicando o algoritmo de eliminacao de Gauss,
podem obter, a partir de A, duas matrizes em escadas de linhas A* e A" que nio sio
necessarlamente iguais.

No entanto, o nimero de pivés e A* e A" em cada linha, bem como as colunas em que ocorrem
em cada linha, sdo as mesmas.

DEFINICAO.—A caracteristica de uma matriz, A, que se denota car(A), é o nimero de pivos numa
qualquer matriz em escada de linhas A*, em escada de linhas, que foi obtida a partir de A usando
o método de eliminacdo de Gauss.



Tem-se que car(A) = car(A ). Assim, se A € K™ tem-se car(A) < min{m, n}.

Se a # 0 entio car(aA) = car(A).



Sejam [A | b] a matriz aumentada de um sistema e [A | b] a matriz em escada de linhas que se
obtém de [A | b] através do método de eliminacio de Gauss. Tem-se:

Se car([A | b]) > car(A) o sistema é impossivel.

Se car([A | b]) = car(A) o sistema é possivel e, neste caso, se car(A) coincide com
o nimero de varidveis (= niimero de colunas de A) entao, o sistema é possivel e
determinado; se car(A) tor inferior ao niumero de variaveis entao, o sistema é

possivel e indeterminado.



Sejam [A | b] a matriz aumentada de um sistema e [A | b] a matriz em escada de linhas que se
obtém de [A | b] através do método de eliminacio de Gauss

Se car([A |b]) = car(A) < niimero de variaveis, o sistema €, cormo vimos
indeterminado. Neste caso, a solucdo do sistema consiste em exprimir algumas
varidveis—as varidveis dependentes—a custa de outras—as varidveis livres.

Neste caso, podem sempre escolher-se as variaveis nas colunas de [A | b] que
contém os pivos como varidveis dependentes, sendo as restantes as varidveis
livres.

O grau de indeterminacdo de um sistema é o nimero de variaveis livres que
ocorrem na solucio e é a diferenca entre o ntimero de colunas de A e car(A).



Embora o nimero de pivos (no final da eliminacdo de Gauss) forneca o nimero
de varidveis dependentes na solucdo de um sistema enquanto que o grau de
indeterminacio fornece o nimero de variaveis livres nessa mesma solucio,

podem existir diferentes escolhas das
varidveis livres e dependentes.



As operacoes elementares podem ser descritas em
termos puramente algébricos.



Denotamos por E\) € K™ ou
simplesmente E%), a matriz, que é como a
matriz identidade excepto que com as linhas
i e j da identidade trocadas entre si.

Denotamos por E,g,f’j)(a) e K™ ou
simplesmente E(i’j)(a), com I # j, a matriz
que é como a matriz identidade excepto que a
entrada (i, j) é a.



Denotamos por E\)(a) € K™™ ou
simplesmente E (i)(a), para a # 0, a matriz
que é como a identidade excepto que na i
-ésima posicdo da diagonal tem o escalar a.
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Resultado de multiplicar uma matriz por uma matriz elementar

Multiplicacao a esquerda

E“WA = B E“(a)A = B EY(@A =B

Neste caso B é a matriz Neste caso B é a matriz Neste caso B é a matriz

que se obtém de A, que resulta de A que se obtém de A,
trocando as substituindo a linha i multiplicando
linhasiej. de A por A, + dA; +, alinhaideA

i.e. adicionando alinha  pelo escalar

i de A alinhaj a # 0.

multiplicada

pOT Q.



Resultado de multiplicar uma matriz por uma matriz elementar

Multiplicagao a direita

AEW = B AE") (@) = B AEY(a) = B

Neste caso B é a matriz Neste caso B é a matriz Neste caso B é a matriz

que se obtém de A, que resulta de A que se obtém de A,
trocando as substituindo a colunaj  multiplicando
colunasiej. de A por A, ; + aA. acolunaideA
i.e. adicionando a pelo escalar
colunajde A acolunai @ #0.
multiplicada

pOT Q.



DEerFINICA0.—Um sistema homogéneo é um sistema da forma Ax = O, ou seja um sistema onde
os termos independentes sdo todos nulos. Dado um sistema Ax = b, o sistema homogéneo
associado € o sistema Ax = O.

Um sistema homogéneo é sempre possivel: AO = O (possui sempre a solucao nula).

Se u e w sdo solucdes do sistema AX = b entdo, u — w é uma solucio do sistema
homogéneo associado.

Sendo uy uma solucao do sistema Ax = b, qualquer solucao de

AXx = b é da forma uy + w onde w &€ uma solucao do sistema
homogéneo associado.



DerFINICA0.—Seja A € K", O nucleo de A, que se denota Nuc(A), consiste nos vectores

w € K™! tais que Aw = 0. Ou seja, Nuc(A) é o conjunto solucio do sistema homogéneo
Aax = 0.

Se Nuc(A) = {O} dizemos que o nucleo é trivial, caso contrario
o nucleo diz-se nao-trivial.



A inversa de uma matriz (quadrada ).



Inversa de uma matriz [definicao]

DeriNicA0.—Seja A € K" uma matriz quadrada. Uma matriz B diz-se inversa de A se
AB = BA = 1.

OBSERVACA0.—A definicio é simétricai.e., B é inversa de A se e s6 se A é inversa de B.

Nem todas as matrizes quadradas sdo invertiveis.
Um exemplo 6bvio s3o as matrizes nulas.

Mas, mesmo matrizes ndo nulas podem

nado ter inversa!



DEeFINICA0.—Uma matriz quadrada A # O para a qual existe uma matriz quadrada B # O
satisfazendo AB = O ou BA = O diz-se um divisor de zero.

LEMA.—Se A € K" é um divisor de zero entdo A nio tem inversa.
Seja A um divisor de zero. Suponhamos que B € a inversa de A.
Pela definicio sabemos que existe C # O tal que AC = O ou CA = O. No primeiro caso tem-se:
C =1 —(bA)C = BIAC) = B0 = O
o que é uma contradicio.
No segundo caso, tem-se:
C=€Cl=CAB) =(CAIB=0B=10

também uma contradicio. Somos assim forcados a concluir que A nao é invertivel.



Inversa de uma matriz

LEMA.—Se A € K™ tem inversa entio ela é Ginica.

Admitindo que B e C possam ser inversas de A tem-se:

2= Bl =B )= (BA)J( — I( = (
olscja B =1

Tendo em conta o resultado anterior, se a inversa de A
existe, ela denota-se A1



A = (3) se A, B tém inversa entio (AB)~! = B~'A~!

(2) se A tem inversa e a # (0 entao, (4) se A tem inversa entao (A Hl=(A"HT
1
(@A) =—A""
a

Esta Gltima propriedade é importante pois simplifica, quer o reconhecimento de uma matriz
enquanto inversa de outra quer, como veremos, a determinacao da inversa
(quando ela existe).

(5) Se Bétalque AB=lentio BA=leassimB=A"!.SeBétal que BA=lentioAB =1l e
assimB =A"



Consideremos A € K™,

Se Nuc(A) # {O} entio A ndo tem inversa.

Se A tem inversa e X € Nuc(A) entiox = A" Ax = A~10 = O.
Ou seja Nuc(A) = {O}.

Se E,A € K" e E tem inversa entdo Nuc(EA) = Nuc(A).

Note-se que, para qualquer u, se tem Eu = O sse u = 0. Desta
forma

(FA)x=0 EAXx) =0 Ax =0 & x € Nuc(A)



No caso mais geral tem-se Nuc(A) C Nuc(BA).

Se X € Nuc(A) entao AX = 0. Neste caso (BA)x = B(Ax) = BO = 0O
ou seja, X € Nuc(BA).

Por outro lado, se o niicleo de A é trivial entiao A tem inversa.

Seja K em escada de linhas tal que K = E;---E A, onde as matrizes E,, ..., E s3o
elementares (logo invertiveis). Como o nucleo de A é trivial e Nuc(A) = Nuc(K),
concluimos que todas as linhas de K tém pivos. Desta forma todos os sistemas
da forma Ax = b s3o possiveis e determinados, em particular, os sistemas
necessarios a determinacido da inversa sdo possiveis e a inversa existe.



