Algebra Linear

Primeiro semestre
2021—2022

Aula o3



Uma equacio linear em K é uma equacio que pode ser escrita na forma:

C I ) ST >I<
ax+ax+-+ax, =p (&)
onde a, @y, ...,,, p € Kex,x,,...,x, sdo letras (as varidveis).

Também se diz que a equacdo (* ) € uma equacdo linear nas varidveis x;, X, ..., X,

OBSERVACA0.—A equacio ndo tem que estar exactamente na forma ( * ), basta que seja
equivalente a uma equacio na forma ( * ) para que se possa classificar como linear.



O conjunto solucao da equacao linear o x; + a,x, + -+ + a,x, = f € o conjunto:

W cac ) e Edoe b e g =

ou seja, uma solucdo da equacdo ayx; + a,x, + -+ + a x, = f € um n-uplo (§,,¢,, ..., ¢&,) tal que:
substituindo, em ax; + a,x, + -+ + a,x, = [, o escalar &; no lugar de x;, &, no lugar de x,, ... e &,
no lugar de x,, obtemos uma igualdade verdadeira.



O=—0p
ax =
ax+a,y=p

Trata-se de uma equacdo. Na realidade é uma equacao em n variaveis,

para qualquer n, ja que é equivalente a Ox;

Or = p.

Se f = 0 a equacdo é satisfeita por qualquer n-tplo (pressupondo que
a estamos a considerar como uma equagao em n variaveis).
Se ff # 0 a equacao ndo tem solucdes (diz-se impossivel).

Trata-se de uma equacido na variavel x. Se a = 0 caimos no caso
precedente. Caso contrario a equacao possui uma tnica solucao que é

= la.

Trata-se de uma equacao nas varidveis x e y. Se a; = @, = 0, caimos
no primeiro caso. Caso contrario, no contexto dos nimeros reais, o
conjunto solucao desta equacdo corresponde a uma recta no plano.



X+ by + oz =p Trata-se de uma equacdo nas variaveis x, ye z. Sea; = a, = a3 = 0,
caimos no primeiro caso. Caso contrario, no contexto dos ntimeros

reais, o conjunto solucao desta equacado corresponde a um plano no
espaco.

Pode uma recta no espaco ser caracterizada por
equacoes lineares?

Assim, a resposta é sim, desde que envolvamos duas equacoes lineares.

Ou seja desde que consideremos um sistema de equacoes lineares.



Um sistema de equacdes lineares em n varidveis apresenta-se na forma:

a1 X+ o + 0 x, = P
a2,1x1 + i + aZ,nxn = ﬁ2 (Z)

1M T b X1mntn = :Bm

O sistema de equacdes lineares (X) é assim composto por m equacdes lineares em n variaveis.

OBsSERVACA0.—Para o fim de resolver um sistema de equagdes é conveniente apresentar todas as
equacdes com a mesma ordenacio das variaveis, isolando o termo que nao contém nenhuma

variavel (o termo independente) no segundo membro.



O conjunto solucdo do sistema 2, que se denota Sol(X), consiste nos n-uplos (&, ..., &,) que sdo

uma solucdo de todas as equacoes do sistema. Ou seja, se X consiste nas equagodes ¢, ..., ¢
entao,

m

Sol(X) = Sol(€,) N --- N Sol(€).

Relativamente a existéncia de solucdes, os sistemas de equacdes lineares podem ser:

Possiveis e determinados Quando o sistema possui uma tnica solucio.
Possiveis e indeterminados Quando o sistema possui varias solucdes.

Impossiveis Quando o sistema nao tem solucdes.



Sistemas de equacoes lineares

Vamos descrever um algoritmo que nos permitira resolver de
forma mecanica e sistematica qualquer sistema de equacdes
lineares num qualquer ntimero de variaveis, envolvendo um
qualquer niimero de equacdes.

Mas antes de o algoritmo poder ser posto em ac¢ao, é necessario
que o sistema seja traduzido numa forma matricial.



a1 X+ o+ o X, =
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X1 1 X1 4 ﬂl Equacao 1
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Se A é a matriz dos coeficientes do sistema e b é o vector coluna dos termos independentes do
sistema entdo a matriz aumentada é representada por [A | b].



Representacao matricial de um sistema de equacoes lineares

E importante ter em mente o seguinte facto:

Se a matriz dos coeficiente de um sistema, X, é A € K™ entio
o niimero de linhas de A, ou seja, m, corresponde ao nimero

de equacoes de X e, o nimero de colunas, n, ao niimero de
variaveis.



Sistema
—x+w=-—1
x+y+z+w=0
x—=y+w=1

vz tw~——72

Matriz dos coeficientes Coluna dos termos Coluna das

independentes variaveis
.y 2
-1 0 0 I —1 X
P 0 J
i -1 0 1 1 fV
9. 1. —1 1 -2

ou, fixando uma diferente ordenacio para as variaveis:

w . V.

I 1.0 0 — W
o1 0 -
puroag o 1 z
1 0 1 1 2



Reciprocamente, conhecida uma matriz aumentada e a sequéncia das variaveis do sistema

Qg Gy | ol
b
U, 1 X ﬁm n

podemos obter o sistema que ela representa:

a1 X+ o+ ax, =

ay X+ -+ oy X, = P,

%0111 E Xmntn = ﬁm



Escrita do sistema a partir da matrizaumentada e de uma sequéncia de variaveis [exemplo]

Matriz aumentada Coluna das variaveis Sistema
1 I — 110 u u+v—w=>90
1 1110 v“’/ u—v+w=0
=1 | I 10 —u+v+w=0




-
[dentificamos os n-tplos (&, ..., &) € K" com vectores coluna [51 fn] = G

Tendo em conta esta identificacio, é tacil constatar que:

a1 X+ o o x, =P

0‘2,1x1:+ -0 X, = s @ AX — b

%y 141 B s Xmntn = ﬁm

ou seja, o sistema é equivalente a equacao matricial AX = b, onde A é a matriz de coeticientes do
sistema, b é o vector coluna dos termos independentes e, X é o vector coluna das variaveis i.e.,

T
N = [.xl xn] .



Com efeito:

g Q. X1 P Ay X+ o oy X, P

Dl o . Uy An ﬁm X 1X1 il X nn ,Bm
o que, tendo em conta o critério de igualdade de matrizes, equivale ao sistema:

oy X + o +ay X, = Py

ay X+ -+ o X, = P,

01X e o Xmnrtn = ﬁm



