Algebra Linear

Primeiro semestre
2021—2022




Se A € K™, ou seja se A é uma matriz quadrada, podemos fazer corresponder a cadan € N a
n-ésima poténcia de A que se denota A", de acordo com o seguinte:

AV=) A AN
e AV =1 A = A A“=AA A" = AAA A" — AAAA eic

Dados, um polinémio p(t) = a "+ a,_;t""' + -+ + a,t + ay e uma matriz quadrada A
designamos por p(A) a matriz:

p(A) — ClnAn -+ Cln_lAn_l e 4 oa op CllA = Cl()['



DEFINICAO.—Sejam Uy, ..., U, € K> ou U, .0 & K™, Uma combinacio linear dos vectores

ug,...,u, € uma soma do tipo q;u; + :-- + a,u, onde a;, ..., a, € K. (Os escalares a, ..., a,
dizem-se os coeficientes da combinagdo linear.)

TrorEmMA.—Sejam A € K™% e B € K. Tem-se que (AB);« = A; |By « + A; ;B « + --*A; B, « €
(AB)« ; = By jAx 1 + By jA« 5 + -+ + B, ;A« .. Ou seja, a i-€sima linha de AB € a combinagdo linear

das linhas de B cujos coeficientes s@o as entradas da i-€sima linha de A; e, a j-ésima coluna de AB € a
combinagdo linear das colunas de A cujos coeficientes sdo as entradas da j-ésima coluna de B.



a p
Sejam A = [a ¢ C] B = ’y 5} . Determinar (AB), « € (AB):, como combinacdes lineares

C
d e
i 0

das linhas de B e das colunas de A, respectivamente.

(AB), « = a [0{ ﬁ] + b [y 5] + ¢ [17 6’]

(AB)s, = 5 [Zl] +0 [b] . m

€



DEFINICA0.—Seja A € K" um matriz. A transposta de A é a matrizA ' € K™™ que se
caracteriza através da seguinte relacao:

= .
G
Mais informalmente, as linhas (resp. colunas) de A ' sdo as colunas (resp. linhas) de A.

Exemplo:

T I O
=12 1
9

b2 3



pA = 3) (ad)T = aAT

2) A+B)' =AT+B' (4) AB)' =BTAT



ProBLEMA 1.1.— Algumas das identidades abaixo sdo sempre verdadeiras outras
nem sempre sao verdadeiras e outras nao fazem sentido. Classifique cada uma
delas relativamente a estas trés categorias.

I. A+ aB =aA + B;
2. a(f+A) =af +aA

3. a(A— B)=aA —aB
4. 0A = 0;

5. A—A' =0;

0.

a(A— B)=a(A+ B) — aB.



ProBLEMA 1.5.— Sejam A, B, D € R*™* C € R** e E € R?°. Determine quais © ESD
das seguintes expressdes matriciais estio bem definidas, e nesses casos, indique o
tipo da matriz resultante.

(a) BA (b) AC+ D (c) AE + B (d) AB+ B
(e) E(A + B) (f) E(AC) (9 ETA (h) (A" + E)D.



ProBLEMA 1.7.— Resolva (em ordem a X), em fungio de A e B, a equagio matricial:

3(X + %A) =5(X — %B).

PROBLEMA 1.1.— Mostre que (A(B+C))' =B'A"+C"A".



ProBLEMA 1.15.— Consideremos a matriz complexa,

A=[§> 0]

Calcule A%, A°, A* e obtenha uma exprssio geral para A”, onde n € N\ {0}.



PrROBLEMA 1.17.— Seja A € R*° e B a matriz cujas colunas sio, respetivamente, © ESD
OS vectores:

1 0 S
b1= 2, b2=3, b3=0, b4=
0 1 1

D N W

Sabendo que
Abl — b4, A(b2 - b3) —_ bl’ A(b2 T+ b3) — b4, Ab4 — b3.

Determine a matriz AB.



PROBLEMA 1.21.— Sejam x=[a bc] e
A=]| c

onde a* + b* + c* = 1.

(a) Mostre que A* =x"x - 1.
(b) Prove que A° = A.

(c) Determine A* em funcio de x.



PROBLEMA 1.22.— Seja E € R*** tal que tr(E) = 0.

(a) Mostre que existe 4 € R tal que E* = AT.

(b) Use (a) para mostrar que, dadas matrizes A, B, C € R*** se tem:

(AB — BA)*C = C(AB — BA)*.



ProBLEMA 1.24.— Consideremos as matrizes:

4= [cos@ sinH] e B= [coscp sind)].

—sin@ coso —sing cos g

(a) Prove que

AB — cos(0 + ) sin(@ + @)
| —sin(@ + @) cos(@ + )|

(b) Prove que

An

cosnf  sinn6
—sinn® cosnf|

(Use inducio.)



