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PARES ORDENADOS. Um par ordenado é um objecto matemdtico, (a, b), composto por duas
componentes, neste caso a (a primeira componente) e b (a segunda). A propriedade
fundamental dos pares ordenados é:

(@, b) = (x,y)scesosea —xeb—y

O par ordenado (a, b) nao pode ser confundido com o conjunto {a, b}. E.g., (a,a) tem duas
componentes mas {a,a} = {a} tem apenas um elemento; por outro lado, {a,b} = {b,a} mas

(@ b)==(basea £ D



Dados conjuntos nao vazios, X e Y, o respectivo produto cartesiano denota-se X X Y e é:

Xx¥Y =1lab|laeXebe ¥}

ExgEmpPro:se X = {0,1,2}eY = {xm, e} entio X X Y = {(0,n), (0,e), (1,7), (1,e), 2,7),(2,e)}



n-UPLOS ORDENADOS. Um n-uplo ordenado € um objecto matemadtico, (ay, a,, ..., a,), composto por
n componentes a, (a primeira), a, (a segunda), ..., a, (a n-ésima). A propriedade fundamental
dos n-tiplos ordenados é:

(a1, 4, -..,0,) = (X1, %, ..., X, )s€e808€a =X, =Xy, ... ,A, =X



Dados conjuntos nao vazios, X;, ..., X , o respectivo produto cartesiano denota-se X; X -+ X X, e é:

Xl X - XXn .= {(al,...,an) ‘ al EXl,...,an EXn}

O caso particular em que X; = --- = X, = X designa-se de n-ésima poténcia cartesiana do conjunto
X, denota-se X" e consiste nos n-uplos ordenados de elementos de X.

Norta: identificamos X! com X.



Pares ordenados, n-uplos ordenados, produtos e poténcias cartesianas de conjuntos

Exemprro: X =Y={0,1}e”Z = {x, e}

AX T XL

(0,0,7)
(0,0,e)

(0,1,7)
(0,1,e)
(1,0,7)

(0,1,e)

(1,1,7)
(1,1,7)



DEerINICA0.—Uma matriz do tipo m X n, onde m,n € N\ {0}, é uma funcio
A 1l . mlxil. . nl—> K
onde K denota os reais, R, ou os complexos, C.

Ovalorde A em (i, j) € {1,...,m} X {1,...,n} denota-se A; ; e designa-se de entrada-(i, j) da
matriz A.



Como uma matriz é um objecto finito é mais conveniente apresentar a informacao que ela
contém numa forma que lhe permita aceder de uma s6 vez. Por essa razao uma matriz A do tipo
m X n é normalmente apresentada na forma de um quadro:

Al,l A1,2 Al,n
A2,1 A2,2 A2,n

A

m,2 m,n

1 =

A

A

m, 1



A posicao i, j de A é a posicdo correspondente a interseccio da linha i com a coluna j.

O nimero que ocupa a posicao i, j de A designa-se de entrada—i, j de A.

As matrizes sdo regra geral denotadas por letras maitisculas A, B, C, ..., coma eventual excepcao
das matrizes dos tipos 1 X n (designadas de vectores linha) e m X 1 (designadas de vectores coluna)
que serao, em geral, denotadas por letras como a, b,c,...,u, v, ....

O conjunto das matrizes do tipo m X n denota-se K"™*". Quando queremos ser mais especificos
indicando explicitamente se as matrizes tém entradas reais ou complexas escrevemos R"™*" ou
C"™" respectivamente.




Vectores linha: s3o as matrizes do tipo 1 X n,

ou seja as matrizes em K",
Exemplo:

Vectores coluna: sdo as matrizes do tipo

m X 1, ou seja as matrizes em K"™¥!.
Exemplo:

Se A € K™ alinha i de A é o vector linha
que denotamos por A. . e se define: Se A € K™ a coluna j de A é o vector coluna

que denotamos por As ; e se define:
A [Ai,l Ay e Ay
Ay ;
A,
|
A

m,j



A=1[1 1 @ 1]

Al,* — [1 1 O 1]

A*,3 = 0]



Matriz nula do tipo m X n: € a matriz que se denota O, . ou simplesmente O quando m, n forem
claros no contexto, cujas entradas sao todas nulas. Por exemplo:

0
O 0 0
0,, = |0] = {O 0 O] h= [8]

Matriz identidade de ordem n: é a matriz tipo n X n (n linhas e n colunas) que se denota [, ou

simplesmente [ quando n for claro no contexto, cujas entradas sao todas nulas, excepto as
entradas-(i, i) que sdo todas 1. Por exemplo:

1 0 0

0.0 .|

1 =1 112=[(1) ?]



Numa matriz A, as posicdes (i, i) definem a diagonal principal da matriz.
Uma matriz do tipo n X n diz-se quadrada (de ordem n).

Uma matriz quadrada diz-se triangular superior se todas as entradas abaixo da diagonal principal
forem nulas. (Observe-se que as entradas abaixo da diagonal principal sio as entradas i, j que
satisfazem a condicao i > j.) Exemplos:

L 0 0 (1)(1)88
E [00] D gt o
000 |



Matrizes triangulares

Uma matriz quadrada diz-se triangular inferior se todas as entradas acima da diagonal principal
forem nulas. (Observe-se que as entradas acima da diagonal principal sdo as entradas i, j que
satisfazem a condicdo i < j.) Exemplos:

e 8888 1 0

A- b0 q o0 0. Cz[ ]

e b 000 0 1
6.0 U0

As matrizes identidade e as matrizes nulas quadradas s@o exemplo ilustrativos
do facto de uma matriz poder ser simultaneamente
triangular superior e triangular inferior.



Uma matriz que seja simultaneamente triangular superior e triangular inferior diz-se
uma matriz diagonal. Geralmente recorremos a simbologia diag(4,, 4,, ..., 4,) para indicar a
matriz diagonal de ordem n:

e
diagld, Ay, .., 4,)— ? ’1:2 ?
0 0 ... 7

n

Por exemplo:

0D
diag(1,-1,0)=|0 -1 0

0.0 0



Criterio de igualdade de matrizes

Quando é que duas matrizes sdo iguais?

Duas funcgoes sao iguais quando tém o mesmo dominio e para cada elemento do dominio tém a
mesma imagem. Em termos de matrizes isto traduz-se no seguinte:

Duas matrizes A e B sdo iguais quando sdo do

mesmo tipo e para cada posicdo (i, ]) se tem



Se A € K" e a € K entio, o resultado de multiplicar o escalar a pela matriz A é a matriz
aA € K™ que satisfaz:

l.J
Ou seja:
A1,1 A1,2 Al,n O‘Al,l O‘Al,z aAl,n
- fop. Do 0 s L&Ay Glgs i adyy
Am,l Am,Z i Am,n aAm,l aAm,Z e aAm,n



Exemplos

0

0

gt e 4 )

.7 1 271



Se A, B € K™ entdo, o resultado de adicionar A e B é a matriz A + B € K™ que satisfaz

Ou seja:
a Ays o AL By By o0 By Ayp e By At Bis oo AL S
Agq Agp v Mg | 1By Bry v By | _|AoatBoy Ayt By 0 Ay, + By,
Am,l Am,Z Am,n Bm,l Bm,2 Bm,n Am,l T+ Bm,l Am,2 - Bm,Z Am,n + B



Exemplos:

P | a b l+a 1+5b
lO 1]+ c dil = C 1 +d
¢/

3 3 24e 3t °F

1 | a
[O 1] + [b] = indefinido!

2 3 k¢



—Caso basico

O produto AB de duas matrizes A e B s6 estd definido se A tfor de um tipo m X p e B de um tipo
p X n. Neste caso AB sera do tipo m X n. Ou seja, o niimero de colunas do factor esquerdo tem que ser
igual ao numero de linhas do factor direito. O niimero de linhas de AB coincide com o niimero de
linhas de A e o niimero de colunas de AB com o niimero de colunas de B.

CAso BASICO O caso bdsico corresponde ao produto de um vector linha (1 X p) por um vector
coluna (p X 1). O resultado é uma matriz 1 X 1. A definicdo é a seguinte:

|r31,1

B,

A, Ay o A = |A B+ A ;B + -+ A ,B,]

-Bp, 1



Muitas vezes vemos a matriz [a] como sendo o escalar a, ou seja identificamos as matrizes 1 X 1
com a sua Unica entrada. No caso basico que considerdmos anteriormente o produto de uma

linha por uma coluna pode ser visto como um escalar.

A interpretacdo que estaremos a considerar dependera sempre do contexto: se o contexto exige
que [a] seja uma matriz entdo vemos [a] como [a]. Se o contexto requer um escalar entao, vemos

la| como a.



Sejam A € K" e B € K", Nestas condicoes AB € K" é a matriz definida por:

Ou seja C; ; € o resultado (visto como um escalar) de multiplicar a linha i de A pela coluna j de B.



Exemplos:

aex +bA af +bu ay + bo
ca+dA cf+du cy+do

a - |laa af ay
H 2 ft [boc bp by

e s 0
@ O
e, O
——
[Frc e s
& R
- =
>
——
|




(A FBb=bFA (5) *(A + B) = aA + aB

2(A+B)+C=A+(B+C) (6) (a + A = aA + (A
3)A+0=A (7) 1A=Ae0A =0
(4) Toda a matriz A possui uma matriz ) (—1NA=-A
simétrica que se denota —A e é a matriz B do

mesmo tipo de A satistazendo B; ; = — A, ..

Tem-se que A + (—A) = O. (Em geral,
escrevemos A — B em vez de A 4+ (—B).)




Propriedades gerais da algebra de matrizes.

No que respeita as operacoes de adicdo e
multiplicacio por escalar, a dlgebra

de matrizes possui as mesmas
propriedades que a

algebra numérica.



Propriedades gerais da algebra de matrizes.

(9) (AB)C = A(BC) (12) a(AB) = (@¢A)B = A(aB)
(10) DA=0eA0 =0 (13) A+ B)C =AC+ BC
(1) IA=AeAl=A (14) A(B+ C) =AB+ AC

Tal como no caso das operacoes numéricas consideramos que a multiplicacao
tem precedéncia sobre a adicdo (s6 assim, por exemplo, (13) e (14) acima, podem
se lidas sem ambiguidade).



A talha da comutatividade do produto de matrizes pode ocorrer por varias razoes:

AB pode estar definido e BA ndo estar (ou vice-versa);
e.g, se A € K**°, B € [K**

AB e BA podem estar ambos definidos mas serem de tipos diferentes;
e.g, seA € ' Be K r

AB e BA podem estar ambos definidos, serem do mesmo tipo mas serem

matrizes diferentes;
1 010 1 O 1
1 Okl 0 O 1

1ol ol =1 o



A falha da da lei do anulamento do produto* pode ser exempliticada do seguinte modo:

RS e I S A g

* No contexto matricial a lei do anualmento do produto enuncia-se:



