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Exercício 1.

Estabeleça as seguintes desigualdades:
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Exercício 2.

Seja  um espaço euclidiano. Mostre que se  são ortogonais entre si então, o mesmo 
sucede com os vectores .

V v1, …, vn
λ1v1, …, λnvn



Exercício 3.

Uma matriz  é ortogonal se . Considerando o produto interno canónico em  
mostre que se  é uma matriz ortogonal então, 

,    para quaisquer . 

Conclua ainda que: 

,    para qualquer .

A ∈ ℝn×n AA⊤ = 𝕀 ℝn

A
⟨Ax, Ay⟩ = ⟨x, y⟩ x, y ∈ ℝn

∥x∥ = ∥Ax∥ x ∈ ℝn



Exercício 4.

Seja  uma matriz tal que .A ∈ ℝm×n car(A) = n

(a) Mostre que a matriz  é simétrica. 

(b) Mostre que , para qualquer  em .

A⊤A ∈ ℝn×n

x⊤(A⊤A)x > 0 x ≠ 𝕆 ℝn

Conclua que a relação 

 

define um produto interno em .

⟨x, y⟩ = x⊤(A⊤A)y
ℝn



Exercício 5.

(a) Considere  com o produto interno canónico. Determine uma base ortogonal de  que 
inclua o vector . 

(b) Considere  com o produto interno . Determine uma base de  que 
inclua três matrizes simétricas. Em alternativa mostre que isso não é possível.

ℝ3 ℝ3

(1,2,3)
ℝ2×2 ⟨A, B⟩ = tr(A⊤B) ℝ2×2



Exercício 6.

Estabeleça as seguintes propriedades do complemento ortogonal ( ):W1, W2 ≤ V

(a) Se  então ; 

(b) ; 

(c) ;

W1 ⊂ W2 W⊥
2 ⊂ W⊥

1

(W1 + W2)⊥ = W⊥
1 ∩ W⊥

2

(W1 ∩ W2)⊥ = W⊥
1 + W⊥

2



Exercício 7.

Sejam  um espaço euclidiano e  uma base ortonormada de . Estabeleça as 
seguintes relações:

V β = (v1, …, vn) V

(a)        (igualdade de Parseval) 

(b)                  (igualdade de Bessel)
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⟨x, vi⟩2



Exercício 8.

Seja  uma matriz simétrica e considere em  o produto interno canónico. Mostre que 
se ,  e  então .

A ∈ ℝn×n ℝn

x ∈ EA(λ) y ∈ EA(μ) λ ≠ μ x ⊥ y

Sugestão. Exprima o número  de duas formas diferentes (usando ) e 
compare essas formas 

x⊤Ay A = A⊤


