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Complementos ortogonais

Se  é um espaço euclidiano e  
denotamos por  o subconjunto de  que 
designamos de complemento ortogonal de  
em  e que se define:

V X ⊂ V
X⊥ V

X
V x

{x}⊥ = U⊥

U = L({x})

X⊥ = {x ∈ V ∣ x ⊥ X}

onde,  significa:x ⊥ X

(∀u ∈ X)⟨x, u⟩ = 0



Teorema.—Tem-se que , ou seja, se  é ortogonal a todos os membros de  então  é 
ortogonal a qualquer combinação linear de elementos de .

X⊥ = LV(X)⊥ x X x
X

Se  e  então {u1, …, un} = X x ∈ X⊥ ⟨α1u1 + ⋯ + αnun⟩ = α1⟨u1, x⟩ + ⋯ + αn⟨un, x⟩ = 0

Complementos ortogonais

Teorema.—Se  é um subespaço de  e  então:


.


Além disso tem-se que . Em particular, se  é um subespaço de  então .

W V W = LV({w1, …, wk})
W⊥ = {x ∈ V ∣ ⟨x, w1⟩ = 0 ∧ ⋯ ∧ ⟨x, wn⟩ = 0}

X⊥⊥ = LV(X) W V W⊥⊥ = W



Exemplo 1

No espaço  considere o produto interno canónico. Determine o complemento ortogonal do 
subespaço ,

ℝ4

Lℝ3({(1,1,0,0), (0,1,1,0)})

O complemento ortogonal do subespaço indicado é definido por:|)ਈ- ਉ- ਊ- ਇ* Ӏ ݅)ਈ- ਉ- ਊ- ਇ*- )2- 2- 1- 1*݆ > 1 ӄ ݅)ਈ- ਉ- ਊ- ਇ*- )1- 2- 2- 1*݆ > 1~

<latexit sha1_base64="rOke0ZPcMno8YPm4hhudCDyZL6g="></latexit>

ou seja, |)ਈ- ਉ- ਊ- ਇ* Ӏ ਈ , ਉ > 1 ӄ ਉ , ਊ > 1~

<latexit sha1_base64="0DWPvR0jUcF7iTFzTwJ4bQsA5nQ="></latexit>

que é o núcleo da matriz

৘ > ໄ2 2 1 11 2 2 1໅

<latexit sha1_base64="jo1/ZAqIqA26pB0ugAj+26Zt4hU="></latexit>



Exemplo 2

No espaço  dos polinómios de grau  considere o produto interno que relativamente à 
base canónica de  é definido pela matriz.

ℝ2[t] ≤ 2
ℝ2[t]

৘ > גבבא
2 1 11 3 11 1 5

וההד

<latexit sha1_base64="nEj3zBgj2O784y/+sqVu46ISI4U="></latexit>

Determine ৣϓ3\਄^)|2 ү ਄- 2 , ਄3~*ܢ

<latexit sha1_base64="+ZLjtZYo/N1ic4Nglh/ookpLGW0="></latexit>



Exemplo 2 (cont.)

Visto que temos o produto  interno representado matricialmente relativamente à base canónica 
de  podemos fazer todos os cálculos em termos de coordenadas. As coordenadas dos 
vectores em 

ℝ2[t]

ৣϓ3\਄^)|2 ү ਄- 2 , ਄3~*ܢ

<latexit sha1_base64="T96xtCnjOzNpMtGgIKdzPAn/RQE="></latexit>

satisfazem:

๐ਈ ਉ ਊ๑ גבבא
2 1 11 3 11 1 5

וההד
גבבא

2ү21
וההד > 1

<latexit sha1_base64="K9MYp4ruF785+AGjh3iLN8AVrBg="></latexit>

๐ਈ ਉ ਊ๑ גבבא
2 1 11 3 11 1 5

וההד
גבבא
212

וההד > 1

<latexit sha1_base64="IKix5xMoOdC73vxmMnkxe5QdFu8="></latexit>

e



Exemplo 2 (cont.)

ou seja,  e , ou seja, as coordenadas dos vectores no complemento ortogonal 
do espaço considerado são o elementos do subespaço:

x − 2y = 0 x + 4z = 0

|)ਈ- ਈ03- үਈ05* Ӏ ਈ ҥ ϓ~ > ৣϓ4 )|)2- 203- ү205*~* > ৣϓ4 )|)5- 3- ү2*~*

<latexit sha1_base64="/Taks0GBGJrl6+Nhmrr0cssXVKE="></latexit>

o que significa que:

onde  é a base canónica de .B ℝ2[t]

Lℝ2[t]({1 − t,1 + t2})⊥ = Lℝ3({(4,2, − 1)B}) = Lℝ2[t]({4 + 2t − t2})



Complementos ortogonais

Suponhamos que  é um subespaço do 
espaço euclidiano . Dado  existem 

 e  (únicos) tais que:

W
V x ∈ V

w ∈ W w⊥ ∈ W⊥

x = w + w⊥

Ou seja: .V = W ⊕ W⊥ W

W⊥

x

w = ProjWx

w̄ = ProjW⊥x



Complementos ortogonais

Se  é um subespaço do espaço euclidiano  e  então:W V x ∈ V

Além disso, se  onde  e  entãox = w + w̄ w ∈ W w̄ ∈ W⊥

ProjWx ∈ W ProjW⊥x ∈ W⊥ x = ProjWx + ProjW⊥x

w = ProjWx w̄ = ProjW⊥x



Complementos ortogonais

Tem-se ainda que 

ProjW⊥x = x − ProjWx
ProjWx = x − ProjW⊥x



Complementos ortogonais e projecções ortogonais

Teorema.—Se  é um subespaço do espaço euclidiano , tem-se:


.


Além disso,


.

W V
V = W ⊕ W⊥

dim V = dim W + dim W⊥



Exemplo

Considere  com o produto interno canónico. Seja .ℝ4 W = Lℝ4({(1,1,1,0), (1,1,1,1), (0,0,1,1)})

1. Que vector constitui a melhor aproximação em  do vector ?


2. O vector  é elemento de ?


3. Qual a distância de  a ?

W (1,2,3,1)
(1, − 1,1,2) W

(1,2,3,1) W⊥

É fácil ver que os vectores geradores de  constituem uma base de . Assim  
para algum . É, portanto preferível calcular projecções sobre .

W W W⊥ = Lℝ4({v})
v ∈ ℝ4 W⊥



Exemplo (cont.)

Uma vez que estamos a considerar o p.i. canónico tem-se que 

W⊥ = Nuc [
1 1 1 0
1 1 1 1
0 0 1 1] = Lℝ4({(1, − 1,0,0)})

Assim,

ProjW⊥(1,2,3,1) =
⟨(1,2,3,1), (1, − 1,0,0)⟩

⟨(1, − 1,0,0), (1, − 1,0,0)⟩
(1, − 1,0,0) = −

1
2

(1, − 1,0,0)

A melhor aproximação de  em  é 
(1,2,3,1) W

ProjW(1,2,3,1) = (1,2,3,1) − ProjW⊥(1,2,3,1) = (1,2,3,1) +
1
2

(1, − 1,0,0)



Exemplo (cont.)

Tem-se que  se e só se . Ou seja, se e só se 
. Como isto não acontece, resulta que .

(1, − 1,1,2) ∈ W ProjW⊥(1, − 1,1,2) = (0,0,0,0)
⟨(1, − 1,2,1), (1, − 1,0,0)⟩ = 0 (1, − 1,1,2) ∉ W

Finalmente,  (porque ).d((1,2,3,1), W⊥) = ∥ProjW(1,2,3,1)∥ W⊥⊥ = W


