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COMPLEMENTOS ORTOGONAIS

Se V é um espaco euclidianoe X C V
denotamos por X+ o subconjunto de V que
designamos de complemento ortogonal de X

em V e que se define:

X baV | Xt

onde, x 1 X significa:

(Vu e X){(x,u) =0

U= L(ix})

{X}J' B UJ_



COMPLEMENTOS ORTOGONAIS

TEOREMA.—Tem-se que X s = L (X )+, ou seja, se X € ortogonal a todos os membros de X entdo X é
ortogonal a qualquer combinagao linear de elementos de X.

Se {u;,...,u,} =Xex € Xtentio (aju; + - +au ) = a;{u;, x) + - + a,{u,, x) =0

TEOREMA.—Se W € um subespaco de Ve W = Ly,({w, ..., W, }) entdo:
W =lxeV]iGw i=0DA--AlZW)=0]
Além disso tem-se que X~ = L(X). Em particular, se W € um subespaco de V entdio W—— = W.




Exemrio 1

No espaco R* considere o produto interno canénico. Determine o complemento ortogonal do

subespaco Lps({(1,1,0,0), (0,1,1,0)}),

O complemento ortogonal do subespaco indicado é definido por:

{(x,y,z,w) | {((x,y,z,w),(1,1,0,0)) =0 A ((x,y, z,w),(0,1,1,0)) = 0}

ou seja,

tx,y,z,w) | x+y=0Ay+z =0}

que é o ntcleo da matriz



ExXEMP1O 2

No espaco R,[?] dos polindémios de grau < 2 considere o produto interno que relativamente a
base candnica de R,[z] é definido pela matriz.

1 g 1
A=10 2 U
0 O 4

Determine

Lp,({1-t1+¢)"



EXEMPLO 2 (CONT.)

Visto que temos o produto interno representado matricialmente relativamente a base canonica
de R,[7] podemos fazer todos os calculos em termos de coordenadas. As coordenadas dos

vectores em

Lg, ({1 -1,1+}"
satisfazem:

1 -0 0111 1 0 O][1
e vy 2102 0li-11=0 e x yozl10 2 OO
0 0 44 0 0 0 4|1



Exemplo 2 (cont.)

ouseja, x — 2y =0ex+4z =0, ou seja, as coordenadas dos vectores no complemento ortogonal
do espaco considerado s3o o elementos do subespaco:

{(x,x/2,—x/4) | x e R} = Lpa({(1,1/2,-1/4)}) = Lp3({(4,2,—1)})

0 que significa que:

Lol =61 + D = Lpa({(4.2, — 1)) = Ly (y({4 + 21 — £°])

onde B € a base candnica de R,[7].



COMPLEMENTOS ORTOGONAIS

Suponhamos que W é um subespaco do
espaco euclidiano V. Dado x € V existem

w € Wew, € W+ (tinicos) tais que:

X
X=W+W, W = Proj.X
Ou seja: V=W W \/w P
| = W




COMPLEMENTOS ORTOGONAIS

Se W é um subespaco do espaco euclidiano Ve x € V entao:

Projy,x € W Projy.x € W+ % = Proj.x + Proj; =

Além disso,sex =w+wondew € Wew & W+ entio

w = Projy X W = Projy.X



COMPLEMENTOS ORTOGONAIS

Tem-se ainda que

Projy.x = X — Projyx

Projyx = X — Projy.X



COMPLEMENTOS ORTOGONAIS E PROJECCOES ORTOGONAIS

TEOREMA.—Se W € um subespaco do espaco euclidiano V, tem-se:
V=W W-.

Além disso,

dimV =dimW + dim W-.



EXEMPILO

Considere R* com o produto interno canonico. SejaW = Ln.({(1,1,1,0), (1,1,1,1), (0,0,1,1)}).

1. Que vector constitui a melhor aproximaciao em W do vector (1,2,3,1)?
2. Ovector (1, —1,1,2) é elemento de W?
3. Qual a distancia de (1,2,3,1) a W?

E facil ver que os vectores geradores de W constituem uma base de W. Assim W+ = Lp.({v})
para algum v € R*. E, portanto preferivel calcular projeccdes sobre W-.




EXEMPLO (CONT.)

Uma vez que estamos a considerar o p.i. canénico tem-se que

Ll 1 0
Wr=Nuc|1 1 1 1| =Lg({(1,-1,0,00})
@ 0 I

Assim,

, (231l =100 1
PrOJWJ—(1929391) = (19 5 19090) = _(19 o 19090)
G ka0 0100 >

A melhor aproximacao de (1,2,3,1) em W é

I
Projy(1,2,3,1) = (1,2,3,1) = Projya(1,2,3,1) = (1,2,3,1) + (1, = 1,0,0)



EXEMPLO (CONT.)

Tem-se que (1, — 1,1,2) € W se e s6 se Projy,.(1, — 1,1,2) = (0,0,0,0). Ou seja, se e s6 se
((1,-1,2,1),(1, — 1,0,0)) = 0. Como isto nao acontece, resulta que (1, — 1,1,2) & W.

Finalmente, d((1,2,3,1), W) = |Projy(1,2,3,1)|| (porque w0



