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SINTESE DE RESULTADOS

Um conjunto X C V é ortogonal se para quaisquer X,y € X com X # y se tem (x,y) = 0.

Um conjunto X C V é ortonormado se é ortogonal e se para qualquer x € X se tem ||Xx|| = 1.

Se X C V é ortogonal e nao contém o vector nulo entdo X é um conjunto linearmente
independente de vectores. (Em particular, se X é ortonormado entao X é um conjunto
linearmente independente de vectores.)



SINTESE DE RESULTADOS

Seja x € Ly(X), onde X = {v,...,V,} é ortogonal. Tem-se que:
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Seja x € L(X), onde X = {v,...,V,} é ortonormado. Tem-se que:

X =(X,V{)Vi + = + (X, Vv, )V,



SINTESE DE RESULTADOS

Dados dois vectores X, u € V a projeccdo ortogonal de x sobre u define-se:

o
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Proj x =

Se U = Ly({u}) = Ly({w}) entdo, Proj x = Proj,X.

Define-se entao Proj;;x = Proj x

Proj x = Proj,x



SINTESE DE RESULTADOS

No caso em que dim(U) > 1, a projeccao ortogonal de um vector sobre U calcula-se através da
férmula:

Proj;x = Proj, X + -+ + Proj, x

onde {vy,...,V,} ¢ uma base ortogonal de U.

Nota: s0 se pode calcular Proj; x relativamente a uma (qualquer) base
ortogonal de U.



PROBLEMA DA MELHOR APROXIMACAO

TEOREMA.—Sejam, V um espaco euclidiano, W um subespaco de V e x € V. Para qualquer
w € W tem-se que:

Ix — Projyx|| < [Ix — wl.

Ou seja, a projeccao ortogonal de x sobre W é o vector em W mais préximo de x.

DerFiINICA0.—Sejam, V um espaco euclidiano, W um subespaco de Ve x € V. A distancia de x a
W que se denota d(x, W) é:

d(x, W) := ||x — Projyx|| = d(X, Projyx).



O método de ortogonalizacdo de Gram-Schmidt permite obter uma base ortogonal de um espaco
a partir de um conjunto gerador desse espaco.

TEOREMA (METODO DE ORTOGONALIZACAO DE GRAM-SCHMIDT).—Seja W = Ly ({uy, ..., u.}).
Consideremos os vectores uik, e u;f definidos da seguinte forma:
e
ut =u,
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Nestas condicoes, o conjunto X = {u®, ..., u;(I< I\N{O} é uma base ortogonal de W.



Como consequéncia imediata do teorema anterior tem-se:

TeorEMA.—Todo o espaco euclidiano possui uma base ortogonal (e uma base ortonormada).

Todo o espaco euclidiano tem uma base B = {v, ..., v, }. Usando o processo de
ortogonalizacdo de Gram-Schmidt, podemos obter a partir de B, uma base
ortogonal B = {v¥*, ..., v¥}. Normalizando cada um dos V¥ ou seja, considerando

1
v = v
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obtemos uma base B = {v7, ..., v, } que é ortonormada.



EXEMPILO

Seja U = {(x,y,2) | x —y + z =0} um subespaco de R?, onde se considera o produto interno
canonico.

1. Calcular Py (1,1,1).

2. Estender uma base de U a uma base ortogonal de R”.



Para calcular Proj;(1,1,1) precisamos de uma base ortogonal para U.
U={xy2|x—y+z=0} ={(xy,—x+y) | x,y € R} = Lps({(1,0, — 1),(0,1,1) })

Como a base obtida ndo é ortogonal, recorremos ao método de Gram-Schmidt para obter uma
base ortogonal para U.

i =0 1) u¥ = (1,0, — 1)
((0,1,1), (1,0, — 1))
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Em vez do vector (1/2,1,1/2) podemos considerar o vector (1,2,1) porque tem a
mesma direccio.



Uma base ortogonal para U é entdo, B = {(1,0, — 1), (1,2,1)}.

Podemos agora calcular a projeccao Proj;(1,1,1):

Proj;(1,1,1) = Proj; o _1y(1,1,1) + Proj; , 1,(1,1,1) =
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Ja dispomos de uma base ortogonal para U e.g., B = {(1,0, —1),(1,2,1)}. Para a completar de
modo a obter uma base ortogonal de R basta adicionar-lhe um vector que seja ortogonal a todos
os elementos de B.

OBSERVACAO INTERESSANTE.—Se em R” considerarmos o produto interno candnico entdo se
A € R"™" entdo, os vectores X € R" que sio ortogonais a todas as linhas de A sio
precisamente os elementos do ntcleo de A. Isto porque:

(A} 5 X)
Ax = :
<Am,*? X>



Procuramos entao um elemento do Nuc(A) onde A é a matriz:
b o
2

Nuc(A) ={(x,y, 2 | x—z=0Ax+2y+27z=0} = Lx({(1,—- 1,1)})

Tem-se que:

Pelo que, B = {(1,0, — 1),(1,2,1), (1, — 1,1)} é a base pretendida.



PROPRIEDADES BASICAS DE UMA PROJECCAO ORTOGONAL

Proj;; : V = V é uma transformacao linear ou seja, Proj; (ax + fy) = aProj; x + fProj;y.

O ntucleo de Proj;; consiste nos vectores x € V que sao ortogonais a qualquer elemento de U i.e.,
Nuc(Proj;;)) = {x | (Yu € U){(x,u) = 0}

A imagem de Proj;; é U.
Além disso, se x € U entdo, Proj; X = x e assim, Proj;(Proj;;x) = Proj;x.



