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Ortogonalidade

Definição.—Sejam,  um espaço euclidiano e . Dizemos que  e  são ortogonais se 
. Neste caso escrevemos .

V x, y ∈ V x y
⟨x, y⟩ = 0 x ⊥ y

Definição.—Dizemos que  é um conjunto ortogonal se  para quaisquer  em .X ⊂ V x ⊥ y x ≠ y X

Definição.—Dizemos que  é um conjunto ortonormado se for ortogonal e qualquer  é 
unitário i.e. , qualquer que seja .

X ⊂ V x ∈ X
∥x∥ = 1 x ∈ X



Observação 1.—Um conjunto  é ortonormado se e só se , para quaisquer . 
Onde, 


.

X ⟨x, y⟩ = δx,y x, y ∈ X

δx,y = {1 (se x = y)

0 (se x ≠ y)

Observações

Observação 2.—No caso do produto interno canónico (em  ou ) dois vectores  são 
ortogonais se e só se são perpendiculares entre si.

ℝ2 ℝ3 x, y

Observação 3.—Relativamente ao produto interno canónico as bases canónicas de  são 
conjuntos ortonormados de vectores.

ℝn



Teorema.—Seja  um espaço linear. Se  é ortogonal  e o vector nulo não é membro de 
, então  é linearmente independente.

V X = {v1, …, vk}
X X

A ortogonalidade é uma forma forte 
de independência linear



Teorema.—Sejam  um espaço euclidiano e  um conjunto ortogonal que não 
inclui o vector nulo. Considere-se , tem-se que:

V X = {v1, …, vk} ⊂ V
x ∈ LV(X)

x =
⟨x, v1⟩
⟨v1, v1⟩

v1 + ⋯ +
⟨x, vk⟩
⟨vk, vk⟩

vk =
⟨x, v1⟩
∥v1∥2

v1 + ⋯ +
⟨x, vk⟩
∥vk∥2

vk

Coordenadas de um vector relativamente a uma base ortogonal

Corolário.—Se  é um conjunto ortonormado então, para  tem-se 
que:

X = {v1, …, vk} ⊂ V x ∈ LV(X)

x = ⟨x, v1⟩v1 + ⋯ + ⟨x, vk⟩vk



Bases ortogonais. Método de Gram-Schmidt

Problema.—Se  é um conjunto linearmente independente, existirá um conjunto ortogonal que 
seja uma base de ?

{v1, v2}
LV({v1, v2})

Considerando , a figura sugere uma possibilidade:ℝ2

v2

v1

cv1 = Projv1
v2

v2 − Projv1
(v2)



Bases ortogonais. Método de Gram-Schmidt

Procuramos  tal que . Tem-se:c ⟨v2 − cv1, v1⟩ = 0

0 = ⟨v2 − cv1, v1⟩ = ⟨v2, v1⟩ − c⟨v1, v1⟩ ⇔ c =
⟨v2, v1⟩
⟨v1, v1⟩

Desta forma:

Projv1
(v2) =

⟨v2, v1⟩
⟨v1, v1⟩

v1

Assim,  é uma base ortogonal de .{v1, v2 − Projv1
(v2)} LV({v1, v2})



No caso geral (continuando a depender da intuição geométrica) o procedimento é recorrente:

v1

v2

v3

W = L({v1, v2})ProjW(v3)

v1 ⊥ v2

v*3 = v3 − ProjW(v3)



Projecções ortogonais

Definição.—A projecção ortogonal de um vector  sobre um vector  que se denota  é:x w Projw(x)

Projw(x) =
⟨x, w⟩
⟨w, w⟩

w =
⟨x, w⟩
∥w∥2

w

Se  então, definimos . Note-se que esta definição faz sentido 
visto que se  então .

W = L({w}) ProjW(x) = Projw(x)
W = L({w}) = L({u}) Projw(x) = Proju(x)

Projαw(x) =
⟨x, αw⟩
∥αw∥2

(αw) =
α2⟨x, w⟩
α2∥w∥2

w = Projw(x)



Mas, como definir  no caso em que  e.g., no caso em 
 é uma base de ?

ProjW(x) dim(W) > 1
{v1, v2} W

A solução aparentemente óbvia:

ProjW(x) = Projv1
(x) + Projv2

(x)

não funciona (em geral)!!



v1

v2

x

Projv1
(x)

Projv2
(x)

Projv1
(x) + Projv2

(x)

Se  pertence ao plano  gerado por  e  a intuição geométrica diz que , no 
entanto:

x W v1 v2 x = ProjW(x)



Mas as coisas funcionam bem se :v1 ⊥ v2

v1

v2 x

Projv1
(x)Projv2

(x)

x = Projv1
(x) + Projv2

(x)



Definição.—Se  é um abase ortogonal de  então definimos:{v1, …, vk} W

ProjW(x) = Projv1
(x) + ⋯ + Projvk

(x)

A definição anterior é correcta pois é possível mostrar que se  é uma outra base 
ortogonal de  então .

{u1, …, uk}
W Projv1

(x) + ⋯ + Projvk
(x) = Proju1

(x) + ⋯ + Projuk
(x)

Para podermos calcular  necessitamos de obter primeiro 
uma base ortogonal para .

ProjW(x)
W



Teorema (método de ortogonalização de Gram-Schmidt).—Seja . 
Consideremos os vectores  definidos da seguinte forma:

W = LV({u1, …, uk})
u*1 , …, u*k

u*1 = u1

u*i+1 = ui+1 − ProjLV({u*1 ,…,u*i })(ui+1)

Nestas condições, o conjunto  é uma base ortogonal de .X = {u*1 , …, u*k }∖{𝕆} W

Método de ortogonalização de Gram-Schmidt



Exemplo 1

Se em  considerarmos o produto interno canónico e a base canónica  onde 
 e  então,

ℝ2 β = (e1, e2)
e1 = (1,0) e2 = (0,1)

Tem-se:

݅)ਈ2- ਈ3*- )ਉ2- ਉ3*݆ > ๐ਈ2 ਈ3๑ ໄ2 11 2໅ ໄਉ2ਉ3໅ > ਈ2ਉ2 , ਈ3ਉ3

<latexit sha1_base64="O5uWQKTRBqMujqfQLAXEHDWUqYk="></latexit>

Gβ [⟨e1, e1⟩ ⟨e1, e2⟩
⟨e2, e1⟩ ⟨e2, e2⟩] = [1 0

0 1]


