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PROBLEMA 7.5.— Sejam, B = (e, e,,€;) a base canénica de R>, u = (uy,u,,u3) e
v = (vy, 0y, U3) vectores de R>.
Para cada uma das expressoes seguintes determine a matriz G = [(e;,€;)], €
deduza se essas expressdes se podem escrever na forma matricial (u, v) = u' Gv.
Com base nestes calculos justifique quais das expressoes definem um produto
interno em R e nos restantes casos indique as propriedades da definicio de pro-
duto interno que falham.

@) () = o, + w3033
(b) (w,v) =2uv; + uyv, + 2u;v5;
(©) (u,v) =2u v; + uyv, + 4usvs;
(d) (u,v) =uv; — uyv; + uzvs;

_ .22, .22 22
(€ (u,v) =ujvy + u;v5 + usvs.



ORTOGONALIDADE

DErINICAO.—Sejam, V um espaco euclidiano e X,y € V. Dizemos que X ey sdo ortogonais se
(X,y) = 0. Neste caso escrevemos X L y.

DEFINICA0.—Dizemos que X C V € um conjunto ortogonal se X L y para quaisquer X #y em X.

DEriINICA0.—Dizemos que X C V € um conjunto ortonormado se for ortogonal e qualquer x € X ¢é
unitdrio i.e. ||x|| = 1, qualquer que seja X € X.



OBSERVACOES

OBSERVACAO 1.—Um conjunto X é ortonormado se e s6 se (X,y) = Oxy» PAra quaisquer X,y € X.
Onde,
I (sex =y
sl 0 (sex#Yy)

OBSERVACAO 2.—No caso do produto interno canénico (emR“ ou R>) dois vectores x, y sdo
ortogonais se e sé se sdo perpendiculares entre si.

OBSERVACAO 3.—Relativamente ao produto interno canénico as bases canénicas de R" s3o
conjuntos ortonormados de vectores.



TeEOREMA.—Seja V um espaco linear. Se X = {v,, ..., v, } € ortogonal e o vector nulo ndo é membro de
X, entdo X ¢ linearmente independente.

A ortogonalidade € uma forma forte
de independéncia linear



COORDENADAS DE UM VECTOR REIATIVAMENTE A UMA BASE ORTOGONAL

TEOREMA.—Sejam V um espaco euclidiano e X = {vy, ..., v} C V um conjunto ortogonal que ndo
inclui o vector nulo. Considere-se x € L/(X), tem-se que:

<X V1> <X Vi) (X, Vq) (X, Vi)
+ coe k — 5 Vl | 5 k
<V1» V1> <Vk» Vi) Nl Vil
CorO1ARIO.—Se X = {V{, ..., V. } C V€ um conjunto ortonormado entdo, para X € L(X) tem-se

que:

X =(X,V)Vy + = + (X, V)V,



BASES ORTOGONAIS. METODO DE GRAM-SCHMIDT

ProOBLEMA.—Se {V{, V,} € um conjunto linearmente independente, existird um conjunto ortogonal que
seja uma base de Ly, ({V{,V,})?

Considerando R?, a figura sugere uma possibilidade:

V) — Projvl(vz) Vs

Vi
/V

cv, = Proj, v,



BASES ORTOGONAIS. METODO DE GRAM-SCHMIDT

Procuramos c tal que (v, — cvy, v,) = 0. Tem-se:

(V2, V)

0= (vy—cV, V) =(Vp, V|) —C(V}, V) © ¢ =
(V1> V1)

Desta forma:
(Vo) V1)

1
<V19 V1>

PI‘Ojvl(Vz) =

Assim, {Vy, Vv, — Proj, (v,)} € uma base ortogonal de Ly({v, v, }).



No caso geral (continuando a depender da intuicio geométrica) o procedimento é recorrente:




PROJECCOES ORTOGONAIS

DEFINICAO.—A projeccdo ortogonal de um vector X sobre um vector w que se denota Proj,, (X) é:

, AW LW
SR M T E

Se W = L({w}) entdo, definimos Projy/(x) = Proj,,(x). Note-se que esta definicdo faz sentido
visto que se W = L({w}) = L({u}) entao Proj, (x) = Proj, (x).

, (X, AW ) az(x, W) ,
Pr0j (X) = (aw) = w = Proj,,(x)
law]||? a?||wl|?




Mas, como definir Proj(x) no caso em que dim(W) > 1 e.g., no caso em
{V{,V,} € uma base de W?

A solucao aparentemente 6bvia:

Proj(Xx) = Projvl(x) + Projvz(x)

nao funciona (em geral)!!



Se x pertence ao plano W gerado por v, ev, a intuicao geométrica diz que X = Proj(X), no
entanto:

Projvl(x) + Projvz(x)




Mas as coisas funcionam bem se v; L v,:

X = Proj.. (X) + rojvz(x)

P10fy, (%) Proj, (x)




DEFINICAO.—Se {Vy, ..., V. } € um abase ortogonal de W entdo definimos:

Projy(x) = PI’Ole(X) 5 Projvk(x)

A definicdo anterior é correcta pois é possivel mostrar que se {u, ..., u, } € uma outra base
ortogonal de W entdo Proj, (x) + --- + Proj, (x) = Proj, (x) + -+ + Proj, (x).

Para podermos calcular Projy,(X) necessitamos de obter primeiro
uma base ortogonal para W.



METODO DE ORTOGONALIZACAO DE GRAM-SCHMIDT

TEOREMA (METODO DE ORTOGONALIZACAO DE GRAM-SCHMIDT).—Seja W = Ly({uy, ..., u.}).
Consideremos os vectores uf, . u;{I< definidos da seguinte forma:
e
ut =u,

>I< Wt e °
Ul = Wi — Proj s uep(Wip)

Nestas condicdes, o conjunto X = {u®, ..., ur I\{O} é uma base ortogonal de W.



Exemrio 1

Se em R“ considerarmos o produto interno canénico e a base canénica f = (e, e,) onde
61 — (1,0) c 62 — (0,1) entéo,

(ex€1) {epe)] [0 1

G [(elae1> <61aez>] . [1 O]

Tem-se:

I U
(X1,%2), (Y1, 12)) = [xl x2] [O 1] [2] = X1Y1 T X2)»



