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PRODUTOS INTERNOS

Um produto interno é uma funcdo que associa a cada par de vectores X,y € V um ntiimero real
que se denota (X, y) e que possui as seguintes propriedades:

(1) Positividade: (x,x) > 0 e (x,x) = 0sees6sex = O;
(2) Simetria: (x,y) = (y, X);

(3) Linearidade na primeira componente: (ax + fy,z) = a(x, z) + p(y, z).

De (2) e (3) resulta a linearidade na segunda componente (z, ax + fy) = a{z,X) + f{z,y). Diz-
se, por isso, que um produto interno é bilinear.



EXEMPILOS

Nos espacos R" considera-se um produto interno, o denominado produto interno canénico, que
se define através da relacdo ((x;,...,Xx,), Vs ...n V) = Xy + = + X9,

Se €([0,1]) é o espaco das funcoes reais continuas em [0,1]. Neste caso a funcio:

1
L2 = J f(t)g(r) dt
0

é um produto interno.

Em R™" a funcio (A, B) = tr(B'A) é um produto interno em R""),



REPRESENTACAO MATRICIAL DE PRODUTOS INTERNOS E COORDENADAS (MATRIZ DE GRAM)

Se fixarmos uma base ordenada p = (uy, ..., u,) de V, o produto interno de dois vectores pode ser
calculado em termos dos vectores de coordenadas de acordo com a seguinte relacao:

(X,y) = X; Gpypg

Onde Gy € a matriz de Gram relativamente a base f i.e.,

(Gp)ij = (u; uy)



REPRESENTACAO MATRICIAL DE PRODUTOS INTERNOS E COORDENADAS (MATRIZ DE GRAM)

Uma matriz de Gram, Gy, satistaz sempre as duas condigdes seguintes:

G é uma matriz simétrica (i.e. G' = G) e,

Os valores proprios de GG sdao todos positivos ou, o que flle equivalente, para
qualquer x tem-se que X;GﬂXﬁ >0e X;GﬂXﬂ =0seesosex = 0.



CARACTERIZACAO DOS PRODUTOS INTERNOS EM TERMOS DA MATRIZ DE GRAM

Sejam, V um espaco linear de dimensio n e G € R™" uma matriz simétrica (i.e. G' = G) cujos
valores proprios de sdo todos positivos (ou, o que é equivalente, para qualquer X tem-se que
X;GﬂXﬂ >0e X;GﬁXﬂ = 0 se e s se x = (). Nestas condicoes, a relacdo

(X,y) = X3 Gyg

define um produto interno em V de que, relativamente a base f, G é a matriz de Gram.

Todo o produto interno em V é desta forma!



NorMA

DErINICA0.— Uma norma num espago linear V € uma fungdo que associa a cada vector X € V um
numero real ndo negativo ||X|| e que possui as seguintes propriedades.

X[| >0e||lx]|| =0seesoésex = O;

ax|| = [al][x]];

e — L a—
e T =

X+ y|| < ||IX|| + ||yl (desigualdade triangular).

Uma norma ¢ uma no¢ao de comprimento, por isso em lugar de dizermos norma de x também
dizemos comprimento de X.



NorRMA

DEeFINICA0.— Um vector X € V diz-se unitdrio se ||X]|| = 1.

DEFINICA0.—A norma associada a um produto interno define-se através da relagdo:

IxII = /{x, x)

TEOREMA.—Suponhamos que || - || € uma norma associada a um produto interno. Sdo vdlidas as
seguintes propriedades:

11x1l = lIyll] < IIx = I
Ix + ylI>+ lIx = ylI> = 2(IxII> + llyl1?) (lei do paralelogramo)

| (X, y) | Z |IX|lllyl| (desigualdade de Cauchy-Schwarz)



ANGULOS

Em R? e R’ o produto interno canénico e a respectiva norma relacionam-se da seguinte forma:
(u, v) = [lu]l]lv]| cos €,

onde @, , € o angulo entre os vectores u e v.

E interessante constatar que quer a nocao de comprimento quer a nocdo de angulo podem ser
definidas a partir da nocdo de produto interno. No que respeita ao angulo, ele é dado (em R? e
R>, considerando o produto interno canénico) por:

(win)
0, , = arccos
(AR




ANGULOS

Tendo em conta a desigualdade de Cauchy-Schwarz, para qualquer produto interno tem-se que:

_1<(u,—v)<1

et fll

pelo que aquela quantidade pode ser vista como o coseno de um angulo. Em R? e em R’ é de
facto assim. Mas um produto interno permite-nos generalizar a no¢ao de angulo a um qualquer
espaco euclidiano definindo:

(U, )
0,, = arccos
el V]




DISTANCIA

Uma fungio distincia num conjunto X € uma fungio d : X X X — R que associa a quaisquer

dois elementos de x, y € X um ntimero real nao negativo que se denota d(x, y) e designa de
distancia entre x e .

Para que se considere uma distdncia, a funcio d deve possuir as seguintes propriedades:

(1) dx,y) 2 0ed(x,y) =0seesésex =y;

(2) d(x,y) = d(y, x);
(3) d(x,y) <d(x,z)+d(z,y)



DISTANCIA

O produto interno em V permite descrever uma funcio distincia em V de acordo com:

dx,y) = ||x -yl

X—y d(X,y)



EXEMPILO

Em R? considere a funcio

w((x1,%), (1, ¥2)) = X1y; + X0 + X1y, + 4x,),

Verifique que @ é um produto interno em R,

Considerando o espaco euclidiano (R?, @) determine:

I(LO)]].
d((1,1), (1,0)).

O angulo entre os vectores (1,1) e (0,1).



A matriz candidata a matriz de Gram é a matriz

Podemos ver que a matriz Arepresenta (na base canénica a funcao w((x;, x,), (y;, y,)). Com eteito:

I L] 1
xX\V1 + X9 + X1y, + 4%y, = [X1 X] [1 4] [yz] = w((x1,X%5), V1> Y1) (™)

Se a matriz A nao representasse w((x;, x,), (y;, ¥,)) através da relacio (*) entdo a funcao w nao
seria linear na primeira componente e @ nao seria um produto interno.



A matriz A é simétrica:
Pl
Sl - 0

Se A nao fosse simétrica w((x;, x,), (v{, ¥,)) ndo seria simétrica e nao poderia ser um produto
interno.



Finalmente,

l=r ° o ls G- DUl Gia )

sendo os valores proprios:

512\@>O

Desta forma w((x;, x,), (V;, y,)) satistaz o axioma da positividade.

Se os valores préprios de A ndo fossem todos positivos entio a positividade falharia para a funcao
@ e ela n3o poderia definir um produto interno



Tem-se entio:

1(1,0)]| = Va((1,0),(1,0)) = 1 d((1,1)(1,0)) = [I(1, 1) = (1, 0)]| = [0, D]| =
= /w((0,1),(0,1)) = V4 =2

( o((1,1),(1,0)) ) .
T ATYCCOS — aArCCOS e
’ (T, DI, 0)]] (\ﬁ\ﬁ)

0




