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DErINICA0.— Uma transformacgao linear T . V — V diz-se um operador em V.

DeriNicA0.—Consideremos T : V — V um operador em V. Dizemos que T € diagonalizdvel se existe
uma base ordenada, f, de V, relativamente a qual [T'; € uma matriz diagonal. Uma matriz A € K™

¢ diagonalizdvel se o operador T, for diagonalizdvel.

Recorde-se que 7, : K" — K" se define T,(X) = AxX.



Se um operador T em V possui uma representacao diagonal numa base f = (v, ...,v,) de V,
digamos que:

L 0 - 0
g 4 - 0 .

[ 1] = : :2 . : = diag(4y, 4y, ..., 4,)
0 4. ..

entdo, T(vy) = A4V, T(vy) = Ay, ..., T(V,) = AV,



DEerINicA0.—Seja T um operador em V. Um valor proprio de T € um escalar A € K para o qual existe
um vector ndo-nulo x € V tal que T(x) = AX. Se A € K™, um valor proprio de A € um escalar 1 € K
para o qual existe um um vector ndo-nulo x € K™! tal que Ax = Ax, ou seja, é um valor préprio de T .

DErINICA0.—Seja T um operador em V. O conjunto dos valores préprios de T denota-se por A(T') e
designa-se de espectro de T. O conjunto dos valores proprios de A denota-se por A(A) e designa-se de
espectro de A.



TEOREMA.—Sejam, T um operador em V, f uma base de Ve A = [T],. Tem-se que A € um valor
proprio de T se e s6 se € um valor proprio de A. (Ou seja A(T) = A(A).)

Se f,. € a base canodnica de K", recorde-se que A = [T,



Consideremos:

tem-se que:

e Ll sk |31
Avl—[2]—2[_1]—2V1eAV2—[20]—5[4]—5V2,

assim A, = 2, 4, = 5 s3o valores proprios de A.

Tendo em conta que A representa 7, na base canénica . de R* e que na base # = (v, v,) se tem:

[T, = [(2) 2]



resulta que

A = [Tyl = [B.BUT,40B.. 81

LRI T

ou seja,



x| 41 e€eR}

Se considerarmos o plano R? uma rotacio de angulo 8 em torno da
origem é a transformacao que relativamente a base canénica é

representada pela matriz R X
e /X

Se 8 = 0 entdo R = [. Caso contrario, para nenhum vector nao-nulo,
X, se tem R,x = AX. Assim, R, ndo possui valores proprios (reais),
para 0 # 0.

cos@ —sin@
sin@ cosd




DerINICA0.—Se T € um operador em V (resp. se A € K"") e A € um valor proprio de T (resp. de A),
denotamos por E(A) (resp. E4(A)) o conjunto de todos os vectores x € V tais que T(X) = AX (resp.
X € K" tais que AX = AX. Os elementos de E(A) designam-se de vectores proprios de T associados ao

valor proprio A (resp. vectores proprios de A, associados ao valor proprio A).



TeorREMA.—Sejam, T um operador em V (resp. uma matriz A € K""") e A um valor préoprio de T
(resp. de A). Tem-se que E(A) € um subespaco de V (resp. E,(A) € um subespaco de K" ). Além disso
dim(E;(4)) > 1 (resp. dim(E, (1)) > 1).



TeorREMA.—Seja T um operador em V (resp. A € K""). Temos que T € diagonalizdvel (resp. A €
diagonalizdvel) se e sé se existe uma base de vectores proprios de T (resp. de A).

Se A € diagonalizdvel entdo, A = MDM ~Londe A(A) = 4.4, .. AL, D=diagld 4, . A )b
matriz M € tal que para 1 <1 < n se tem que a i-ésima coluna de M € um vector de E,(4,).

Temos assim dois problemas para resolver: em primeiro lugar, temos que ser

capazes de determinar os valores proprios de T; em segundo lugar, temos que

ser capazes de determinar os respectivos espacos préprios e a partir da sua
composicao obter uma base de vectores proprios.



Primeiro problema: determinar os valores proprios de um operador

TEOREMA.—Se T € um operador em V e p € uma base de V entdo A € valor proprio de T se e s6 se A € um
valor proprio de [T 5. Além disso, se A € A(T) = A([T1p) entdo, tem-se que
E-(A) = Nuc(T — Al) = Nuc(A — A = E,(A)

ou seja, os vectores proprios de T associados a A sdo os vectores cujos vectores de coordenadas na base
sao vectores proprios de [T']4 associados a A.

Conclusao: se soubermos resolver o problema da representacdo

diagonal para matrizes, sabemos como resolvé-lo para operadores
em geral!



Recordemos que 4 € K é um valor proprio de A € K" se e s6 se existe X nao-nulo tal que
Ax = AX. Ou seja, se e s6 se existe X ndo-nulo tal que (A — Al)x = O. Tem-se entdo que 1 € A(A)
se e s6 se Nuc(A — Al) é nao trivial ou, o que é equivalente, se e s6 se det(A — Al) = 0.

DerFiNicAo.—Seja A € K. O polinomio caracteristico de A, que se denota por c,(t) € o polindmio
que se define através de c,(t) = det(A — ).



TEOREMA.—Sejam T um operador em Ve p, p, bases de V. Supondo que A = [T]g e B = [T]g
entdo, c,(t) = cp(?).

DeriNICA0.—Seja T um oprador em V. O polindmio caracteristico de T, que se denota por c;(t) € o
polinémio caracteristico de uma qualquer das suas representacoes matriciais.



TeoREMA.—Seja A € K™ uma matriz. Tem-se que:

. () =(=D)""+a,_ "+ +ait+a
2. CA(O) — d@t(A)

3. Os valores proprios de A s3o as raizes de c4(?).



