
Álgebra Linear
Primeiro semestre
2021–2022

Aula 15



Propriedades do determinante

Teorema.—Sejam  e . Tem-se:A, B ∈ "n×n α ∈ "

det(αA) = αn det(A)
det(AB) = det(A) det(B)

Se  é invertível então, A det(A−1) = 1
det(A)

det(A) = det(A⊤)

Não existe nenhuma lei geral para det(A + B)



Propriedades do determinante

(1)  
(2) As linhas de  são linearmente independentes; 
(3) As colunas de  são linearmente independentes;  
(4) ;  
(5)  é invertível;  
(6) Os sistemas da forma  são todos possíveis e determinados, independentemente de .

det(A) ≠ 0
A
A

car(A) = n
A

Ax = b b

Teorema.—Seja . São equivalentes:A ∈ "n×n



Desenvolvimentos de Laplace para o cálculo de determinantes

Consideremos uma matriz A ∈ "n×n

O menor  de . que se denota  é a matriz que se obtém de  suprimindo a linha  e a 
coluna  de .

(i, j) A A(i,j) A i
j A

Exemplo:

)3-3* > גבבא
2 3 45 6 78 9 :

וההד > ໄ2 48 :

<latexit sha1_base64="khmIameA3lJkWleHcPsebIekweg="></latexit>

 > גבבא
2 3 45 6 78 9 :

וההד

<latexit sha1_base64="Z+6aS3dGU605a6/AMW5OUXLSQsI="></latexit>



Consideremos uma matriz A ∈ "n×n

O cofactor  de  é(i, j) A dpg৹-৺ )* > )ү2*৹,৺ GHW))৹-৺**

<latexit sha1_base64="OQUEl5u5Yf8KCJwyOyuZ8ufVuy0="></latexit>

Dpg)* > ๐dpg৹-৺ )*๑

<latexit sha1_base64="P+DqAMxDMZI5qx8n34nyFCNhleI="></latexit>

Desenvolvimentos de Laplace para o cálculo de determinantes

A matriz dos cofactores de , denota-se  e é:A Cof(A)



Ao longo de uma linha

Ao longo de uma coluna

GHW)* > ৾
৺>2 ৹-৺dpg৹-৺ )* > ৹-2dpg৹-2)* ,  , ৹-৾dpg৹-৾)*

<latexit sha1_base64="GluS4/kWGeS+xbP8E0GDIcFMyGg="></latexit>

GHW)* > ৾
৹>2 ৹-৺dpg৹-৺ )* > 2-৺dpg2-৺ )* ,  , ৾-৺dpg৾-৺ )*

<latexit sha1_base64="qLev06B6W72gjbhjga8xXAZg9zM="></latexit>

Desenvolvimentos de Laplace para o cálculo de determinantes



Exemplo 1

Considere as matrizes:

 > גבבא
2 2 22 3 22 2 3

וההד

<latexit sha1_base64="PBCwYWPCT5zacdhOGZMTbR1r4Do="></latexit>

 > גבבבא
2 1 2 12 3 2 22 1 3 32 1 4 3

והההד

<latexit sha1_base64="JEgO1fqhBTmOFluctvH/tvqE0Fg="></latexit>

Calcule os respectivos determinantes recorrendo aos desenvolvimentos de Laplace.





É possível calcular os seguintes determinantes sem efectuar qualquer conta. Determine-os desta 
forma, justificando em cada. caso a conclusão.

}}}}}
2 1 2 12 1 2 22 1 3 32 1 4 3

}}}}}

<latexit sha1_base64="/W0Z57ne2qXEjckUiaE/0Uc0o1Y="></latexit>

}}}}
2 1 22 2 33 2 4

}}}}

<latexit sha1_base64="0cgyqo+5l6Mx3v71EsKPS6ZSdmY="></latexit>

}}}}
1 2 11 1 22 1 1

}}}}

<latexit sha1_base64="iFYjFYjKBLhLT/itJCNQWuip9t0="></latexit>

Exemplo 2







Matriz adjunta

Definição.—A matriz adjunta de  é a matriz que se denota por  ou  e que é a matriz 

 

i.e., a transposta da matriz dos cofactores.

A (Adj A) Adj(A)
(Adj A) = (Cof A)⊤

Teorema.—Para qualquer matriz  tem-se o seguinte: 

.

A ∈ "n×n

A(Adj A) = det(A)'



Se a matriz  não é singular i.e., se  então, da relação:A ∈ "n×n |A | ≠ 0)Bek * > GHW)*റ

<latexit sha1_base64="8ZJbb+tXK0j0DY/A++DM7yYd3nw="></latexit>

pode extrair-se uma outra forma de calcular a inversa de . Como,  tem-se:A det(A) ≠ 02}})Bek * > ຑ 2}} )Bek *ຒ > റ

<latexit sha1_base64="tHaqYqYmpW9hFQhC9n8uCV2uS5w="></latexit>

ou seja,

ү2 > 2}} )Bek *

<latexit sha1_base64="wgz0tMC4Bc3id4kxtFP9dldbkyI="></latexit>

Matriz adjunta





Regra de Cramer

Teorema.—Dado um sistema  onde  é invertível  e  
então, as componentes da solução do sistema (que é um sistema possível e determinado) 
são dadas por:

Ax = b A ∈ "n×n x = (x1, …, xn) b = (b1, …, bn)

ਈ৹ > GHW)৹c*
GHW)*

<latexit sha1_base64="oo1vAmtxYmLVnRzCkgkoonXb6Cs="></latexit>

onde,

৹c > גבבבא
2-2  2-৹ү2 ৳2 2-৹,2  2-৾3-2  3-৹ү2 ৳3 3-৹,2  3-৾ ֎     ৾-2  ৾-৹ү2 ৳৾ ৾-৹,2 ֎ ৾-৾

והההד

<latexit sha1_base64="MVqt71TFL30mm28R4EHSDgvWsP0="></latexit>



Regra de Cramer (exemplo).

Determine a componente  da solução do sistema:x3 גבבא
2 2 22 1 21 2 2

וההד
גבבא
ਈ2ਈ3ਈ4

וההד > גבבא
234
וההד

<latexit sha1_base64="Z+eHzbJh6BBtKX+ftRsNMD4+irs="></latexit>

x1 =

1 1 1
2 0 1
3 1 1
1 1 1
1 0 1
0 1 1

x2 =

1 1 1
1 2 1
0 3 1
1 1 1
1 0 1
0 1 1

x3 =

1 1 1
1 0 2
0 1 3
1 1 1
1 0 1
0 1 1


