VERSAO A

1. Considere o sistema AX = b onde

1 0 1 0 a
A=|1 -1 0 O b=1|b
0O 1 1 0 c

(2) Indique a caracteristica de A.

(b) Indique uma condi¢io envolvendo a, b, ¢ que caracterize os casos em que

o sistema AX = b é possivel.

-
(c) Indique o conjunto solu¢io do sistema AX = b quando b = [2 1 1] .
2. Classifique cada uma das afirmacdes seguintes como verdadeira ou falsa.

(a) Sejam A, B € R™" Se BA =T entio BTA" = 1.
(b) Sejam A € R™" B € R™. Se AB=0entio A =0ou B = 0.

(c) SejaA € R34, Se {(x,2x,—x 4+ 1,0) | x € R} é o conjunto solucio do
sistema AX = b entlo car(A) = 3.

(d) Seja

A=

Q O Q

a a
a 1{.
1 0
O sistema Ax = 0 é determinado para a # 0.

(€) Seja A € R™". Se A? éinvertivel entdo A é invertivel.

3. Sejam A € R33 e

1 0 0 1 1 1
b1= 0 ,b2= 2 ,b3= 0 ,u1= 0 ,UQ= 1 ,U3= 1
0 0 3 0 0 1

Sabendo que uy, U,, U3 sdo solucdes dos sistemas AX = b, AXx = by e AX = bg,

respectivamente, determine a matriz A.

4. Suponhaque A, B € R e:

10 1 1 00
E; (-DEy3A=|0 1 -1 E; (-D)E,3B*={0 1 0
00 0 0 0 1

onde Ej3 j(—1) e E; 3 s3o matrizes elementares.

a) Indique vectores coluna b, e b, tais que o sistema AX = b, seja possivel
q 1€02 q 1 85€)ap

e o sistema AX = b, seja impossivel.
(b) Indique a matriz B2,

(c) Sem efectuar calculos, indique a inversa de B.

5. Seja A € R™". Mostre que se existe y € R\ {0} tal que yA = y entio,
também existe x € R"™! \ {0} tal que Ax = x.



RESOLUGAO DA VERSAO A

1. Procedendo a eliminacio de Gauss:

1 01 O0|a 1 0 1 0|a
1 -1 0 O(b]|—1|0 -1 =1 O|—a+b ,
0 1 1 0]c¢ 0 0 0 O|—-a+b+c

concluimos que:

(a)
(b)

(c)

(b)

(c)

(d)

car(A) = 2;
O sistema é possivel sse —a+ b+ c = 0;

No caso indicado tem-se que @ = 2,b = ¢ = 1 e assim a matriz do
sistema depois da eliminacio de Gauss é:

1 0 1 0| 2

0 -1 -1 0|-1

0O 0 00| O
]T

pelo que, considerando X = [x ¥y z w] ' o conjunto solugio é,

{(X,y’Z,w)|y=1—Z/\x=2—z}=
={2-2z,1-2zz,w) | z,w e R}.

Verdadeira: Se BA = 1 entio B éainversade Ae B éainversade A'.
Neste caso BT AT = 1.

Falsa: como se sabe a lei do anulamento do produto ndo é verdadeira, em

geral, no caso do produto matricial.

Verdadeira: o niimero de variaveis livres, na solucio, corresponde a dife-
renca entre o numero de colunas de A (o ntimero de variaveis) e a carac-
teristica de A. Neste caso tem-se entdo que car(A) = 3 (pois apenas a

variavel x é livre).

Verdadeira: Procedendo a eliminacio de Gauss,

a a a a a a a a a a a a
0 a 11-10 a 11—=10 a 1 =10 a 1
al 0 0 l-a —a 01 I—-a 0 0 d®>—a+1

logo, para cada a # 0 tem-se car(A) = 3 e, neste caso, os sistemas AX =

0 s3o possiveis e determinados.

Verdadeira: se A” é invertivel ento existe uma matriz B tal que A°B = 1.
Assim A(AB) = 1 pelo que AB é inversa de A.

3. Nas condi¢des indicadas tem-se que:

1 1 1 0 1 0
AlOf=[0f, A|l]=12], A|l|=]|0].
0 0 0 0 1 3

Neste caso, denotando por ¢y, ¢,, €3 a primeira, segunda e terceira colunas de



A, tem-se que:

1 0 0
[0] = lc; + Ocy + Ocs; [2] = Ic; + lcy + Ocs; [O] = lc; + lcy + 1cg;
0 0 3

Assim:

B B B

Tendo agora as colunas de A é facil escrever a matriz A:

1 -1 0
A=|0 2 =2
0 0 3]

(@) Uma vez que os sistemas homogéneos sdo sempre possiveis, podemos

escolher by = 0. Quanto a b, podemos escolhé-lo de modo que:

1 0 110
E; (=) E,5[Alby]=]0 1 -1]0
0 0 0|1

Neste caso

E3,1(—1)E2,3b2 =

ou seja,

0 0]
b, = EigE;}(—l)lo} = E,3E;,(1)|0|= Eml
1

Em alternativa, da rela¢do

1 0 1
E3’1(—1)E2’3A= 0 1 -1
00 0
resulta que
10 1 10 1 10 1 10
A=EE{ (D0 1 —1[=Eyp3E;;(D|0 1 —1[=Ey3|0 1 —-1|=[1 0
00 0 0 0 10 1 01 -1

Podemos entio considerarb = [a b ¢]" e investigar em que condi¢des o

sistema AX = b é possivel ou impossivel:

1 0 1 |a 1 0 1 a
1 0 1 |bh]=]0 1 -1 c
01 —-1]c¢ 0 0 O |b—a

pelo que se escolher-mos b = [a b ¢]" com a = b o sistema é possivel,
enquanto que se escolhermos b = [a b c]T com a # b, o sistema é

impossivel.



(b) Tem-se que

100 100 1 0 0] [t OO
B*=E;JE;|(-D[0 1 0f=Ey;E;;(D|0 1 0|=Ey3[0 1 0|=[1 0
00 1 00 1 1 0 1] o1

1.

0

(c) Tem-se que E371(—1)E273B2 = 1. Assim (E5;(—=1)E,3B)B = T ou
seja, B_l = E3’1(—1)E2’3B.

5. Consideremos um vector linha y # 0 para o qual se tenha yA = y. Tem-se
entio quey—yA = Oi.e., y(1—A) = 0. Transpondo obtemos (1 —A) Ty " = 0.
Ou seja o sistema homogéneo (1 — A)Tx = 0 tem solucdes nio triviais. Isto
significa que car((1 — A" = car(l — A) < n. Assim também o sistema
(T — A)x = 0 tem solugdes nio triviais i.e., existe X # 0 tal que (1 — A)x = 0,
ou seja, AX = X.



VERSAO B

1. Considere o sistema AX = b onde

0 1 01 a
A=|1 -1 1 0 b=|b
1 1 1 c

(@) Indique a caracteristica de A.

(b) Indique uma condi¢io envolvendo a, b, ¢ que caracterize os casos em que

o sistema AX = b é possivel.

(¢) Indique o conjunto solu¢io do sistema AX = b quando b = [1 1 2] T

2. Classifique cada uma das afirmacdes seguintes como verdadeira ou falsa.

(a) Sejam A, B € R™". Se BA =Tentio BTA" = 1.
(b) Sejam A € R™" Be R™. Se AB=0entio A=00u B =0.

(c) Seja A e R¥>* Se{(l1-y—2,,2,0) | y,z€ R} éo conjunto solugdo
do sistema AX = b entio car(A) = 3.

(d) Seja

A=

Q O Q

a
a
1

O sistema Ax = 0 é determinado para a # 0.

(€) Sejam A, B € R™". Se AB é invertivel entdo A é invertivel.

3. Sejam A € R¥™? e

1 0 0 1 1 1
b1= 0 ,b2= 2 ,b3= 0 ,up = 0 , Uy = 1 ,U3: 1
0 0 3 0 0 1

Sabendo que uy, U,, u3 sao solugdes dos sistemas Ax = b;, AX = b, e AX = bs,

respectivamente, determine a matriz A.

4. Suponha que A, B € R e

1 0 1 1 00
Es (-D)E,3A=[0 1 -1 Es (-D)E,3B*=[0 1 0
00 0 00 1

onde Ej3 ;(—1) e E; 3 sao matrizes elementares.

a) Indique vectores coluna b, e b, tais que o sistema AX = b, seja possivel
q 1€02 q 1 S€jap

e o sistema AX = b, seja impossivel.
(b) Indique a matriz B2,

(c) Sem efectuar calculos, indique a inversa de B.

5. Seja A € R™". Mostre que se existe y € R\ {0} tal que yA = y entio,
também existe x € R™! \ {0} tal que Ax = x.



RESOLUCAO DA VERSAO B

1. Procedendo a eliminacio de Gauss:

0 1 0 1|a 1 -1 1 0|5»d
1 -1 1 0|b]—|0 1 0 1]|a ,
1 01 1]e¢ 0 0 0 O|lc—b—a

concluimos que:

(a)
(b)

(©)

(b)

(c)

(d)

(e)

car(A) = 2;
O sistema é possivel ssec — b —a = 0;
No caso indicado tem-se que a = b = 1 e ¢ = 2 e assim a matriz do

sistema depois da eliminac3o de Gauss é:

1 -1 1 0|1
0 1 0 1]1
0 0O0O0]O0

pelo que, considerandox =[x y z w] o conjunto solugio é,

{(x,y,z,w)|y=1—-wAx=14+y—-w} =
={2-z-w,1-w,z,w) | z,w € R}.

Verdadeira: Se BA = 1 entio B éainversade Ae BT éainversade A'.
Neste caso BTAT = 1.
Falsa: como se sabe a lei do anulamento do produto no é verdadeira, em
geral, no caso do produto matricial.
Falsa: o nimero de variaveis livres, na solucdo, é dois, como a caracte-
ristica corresponde ao nimero de colunas menos o niimero de variaveis
livres, tem-se car(A) = 2.
Falsa: Procedendo 2 eliminac¢do de Gauss,

a a 1 a a a

0 a 1|-10 a 1|- -

a 1 1 0 1—-a O
pelo que, mesmo sem completar a elimina¢do de Gauss se verifica que a
caracteristica de A paraa = 1 é menor que 3. Assim, neste caso, o sistema
correspondente nio pode ser determinado.

Verdadeira: A B é invertivel entdo existe uma matriz C tal que (AB)C = 1.
Assim A(BC) = 1 pelo que BC é inversa de A.

As restantes questdes sdo iguais as correspondentes na versio A.



VERsAo C

1. Considere o sistema AX = b onde

00 1 1 a
A=|1 1 -1 O b=|b
1 1 0 1 c

(@) Indique a caracteristica de A.

(b) Indique uma condi¢io envolvendo a, b, ¢ que caracterize os casos em que

o sistema AX = b é possivel.

-
(¢) Indique o conjunto solu¢io do sistema AX = b quando b = [2 1 1] .
2. Classifique cada uma das afirmacdes seguintes como verdadeira ou falsa.

(@) Sejam A, B € R™". Se BA =1 entio AB = 1.
(b) Sejam A € R™" Be R™. Se AB=0entio A=00u B =0.

(c) Seja A € R¥™* Se {(14 2z w,z w)]|y,z € R} éo conjunto solucio do
sistema AX = b entio car(A) = 3.

(d) Seja

A=

Q O Q

a
a
1

O sistema Ax = 0 é determinado para a # 1.

(€) Sejam A, B € R™". Se AB é invertivel entdo B é invertivel.

3. Sejam A € R¥™? e

1 0 0 1 1 1
b1= 0 ,b2= 2 ,b3= 0 ,up = 0 , Uy = 1 ,U3: 1
0 0 3 0 0 1

Sabendo que uy, U,, u3 sao solugdes dos sistemas Ax = b;, AX = b, e AX = bs,

respectivamente, determine a matriz A.

4. Suponha que A, B € R e

10 1 100
E;1Q)Ey3A=(0 1 -1 E; (DE,3B*>=[0 1 0
00 O 00 1

onde Es3 ;(2), E5 ;(1) e E, 3 sdo matrizes elementares.

a) Indique vectores coluna b, e b, tais que o sistema AX = b, seja possivel
q 1€02 q 1 S€jap

e o sistema AX = b, seja impossivel.
(b) Indique a matriz B2,

(c) Sem efectuar calculos, indique a inversa de B.

5. Seja A € R™". Mostre que se existe y € R\ {0} tal que yA = y entio,
também existe x € R™! \ {0} tal que Ax = x.



RESOLUGAO DA VERSAO C

I.

Procedendo a eliminacio de Gauss:

00 1 1]a 1 1 -1 0|b
11 -1 0|b|—|f0 O 1 1]a ,
11 0 1jec 00 O0O|c—=b—-a
concluimos que:
(a) car(A) =2;
(b) O sistema é possivel ssec — b —a = 0;
(c) No caso indicado tem-se que a = 2,b = ¢ = 1 e assim a matriz do

(a)

(b)

(©)

(e)

sistema depois da eliminac3o de Gauss é:

11 -1 0 1
00 1 1| 2
00 00]-2

pelo que o sistema é impossivel i.e., o conjunto solugdo é @.

Verdadeira: Se BA = 1 entdo B éainversade Ae BT éainversade A'.
Neste caso BTAT = 1.
Falsa: como se sabe a lei do anulamento do produto no é verdadeira, em
geral, no caso do produto matricial.
Falsa: o nimero de variaveis livres, na solugdo, é dois, como a caracte-
ristica corresponde ao niimero de colunas menos o niimero de variaveis
livres, tem-se car(A) = 2.
Falsa: Procedendo a eliminag¢do de Gauss,

a a 1 a a a

0 a 1]1-10 a If— -

a 1 1 0 1-a O
pelo que, mesmo sem completar a elimina¢do de Gauss se verifica que a
caracteristica de A paraa = 1 é menor que 3. Assim, neste caso, o sistema
correspondente nio pode ser determinado.

Verdadeira: A B é invertivel entdo existe uma matriz C tal que C(AB) = 1.
Assim (CA)B = 1 pelo que C A é inversa de B.

As restantes questdes sdo iguais as correspondentes na versdo B.



