DM Algebra Linear (Recuperacao)
DEPARTAMIENTO 21.06.2021, 11:30 Anfiteatro 2
DE MATEMATICA Duracio [(T1+T2) ou T3]: 90 minutos

TECNICO LISBOA Duracdo [T1+T2+T3]: 180 minutos
Reservado ao docente A preencher pelo aluno
T1+T2 T3 Nome
01.(a) |[1.0 01 1.0
01.(b) [0.5 02.(a) |1.0
01.(c) |[1.0 02.(b) [0.5
01.(d) [0.5 02.(c) [1.0
02. 0.5 02.(d) [0.5 Nimero
03.(a) |1.0 02.(e) |0.5
03.(b) |1.0 03.(a) |1.0
03.(c) |0.5 03.(b) [0.5 Tenta recuperar (escolha a opcio correcta):
03.(d) |[0.5 03.(c) |1.0
04.(a) [1.0 03.(d) |1.0
T1+T2 T3 T1+T2+T3
04.(b) [1.0 03.(e) [0.5
04.(c) |0.5 03.(f) [0.5
04.(d) [0.5 04.(a) |0.5
04.(e) |0.5 04.(a) [0.5

INSTRUCOES.

N3o é permitida a consulta nem a utilizacdo de quaisquer meios electrénicos (em particular os telemaveis tém
que estar desligados ou em modo de voo e fora do alcance dos alunos. A ndo observancia desta regras bem como
qualquer tentativa de fraude de outro tipo tém como consequéncia imediata a anulacao da prova (o que nao
invalida a comunicagao do incidente a instancias superiores, com eventuais consequéncias disciplinares).
Passados 90 minutos do inicio da prova os alunos que tentam melhorar T1+T2 ou T3 tém que entregar as suas
respostas e terdo que abandonar a sala. Todos aqueles que permanecerem para além desse momento estardo
obrigatoriamente a tentar recuperar T1+T2+T3.
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T1+T2

01. Considere

a+1 1 1 1
A=]| 1 a+1 1 b=|p
1 1 a+1 p?

(a) Considere a = 0 e resolva o sistema Ax = b (exprima a solucido em
funcgdo de f.)

(b) Determine, ou mostre que ndo pode existir, um par (a, f) tal que o
sistema Ax = b seja indeterminado com grau de indeterminagao 1.

(c) Considere ¢ = —1 e determine a inversa de A.
(d) Continuando a considerar « = —1, e usando o resultado da alinea

anterior, determine, em fungdo de f a solugdo do sistema Ax = b.

02. Resolva em ordem a X a equagdo matricial (AX A7+ DT = A
(Exprima a solucdo em fungdo de A.)

03. Seja U = Lga({(1,-1,0,1)(0,1,1,0), (—=1,2,1,—=1),(1,0,1, 1)}).

(a) Determine uma base de U.

(b) Ter-se-a que (1,1,1,1) € U? Justifique!

(¢) Indique uma matriz A tal que (x, y, z, w) € U se e sO se
(x,y,z,w) € Nuc(A).

(d) Seja W um subespaco de R* tal que dim(U n W) = 1. Indique

uma condicdo suficiente para que U + W = R*. Justifique!

04. Considere o espago R,[7] dos polindmios de grau < 2 em ¢ e as bases
p=0,1+11+ %) e a base candnica B... = (1,1, ). Seja ainda

can

T : R,[t] = R,[¢] a transformacao linear tal que
0 1 1
[Tl;=10 2 0].
0 -1 1
(a) Determine as matrizes Mz e My 4, de mudanca da base

canodnica para a base f e da base B para a base candnica,
respectivamente.

(b) Determine [T] B
(c) Determine uma base da imagem de T'.
(d) A transformacgdo T € injectiva? Justifique!

(e) Indique uma transformacao linear S : R,[f] — R3 tal que
(1,0,1) € Im(ST).

T3 noverso ——»



T3

01. Calcule

R X =
S N %R
S O 6 9

O AU o

g 0

e verifique que este determinante ndo depende de x.

02. Considere a matriz

A=

— e NI
—_— N =

0
0
1

(a) Determine c (), o polindOmio caracteristico de A.

(b) Qual o nimero minimo de espagos proprios devemos calcular para
poder decidir se A é diagonalizavel? Justifique!

(c) Determine, se existirem, ou mostre que nao existem, matrizes P,
invertivel, e D, diagonal, tais que A = P 'DP.

(d) Indique o polinémio minimo de A.

(e) Recorra ao polindmio minimo para decidir se A € ou ndo invertivel
e em caso afirmativo exprima A~' em funco de A. Em alternativa,
em lugar de usar o polindmio minimo recorra ao teorema de
Cayley-Hamilton.

03. Considere o espago R,[?] dos polindmios de grau < 2 e a fung@o
(ay+ a,t + ayt*, by + byt + byt*) = ayb, + 2a,b, + ayb,. (1)
Consideremos ainda W = LRZ[t]({l —t,1+1}).
(a) Mostre que a funcao definida em (1) € um produto interno. Nas

alineas seguintes considere o produto interno definido em (1).

(b) Determine a norma dos vectores 1 — 7 e 1 + ¢ e o angulo entre estes
dois vectores.

(c) Determine uma base ortogonal de W'.
(d) Determine a distancia de 1 + ¢ ao vector de W mais préximo de 2.
(e) Determine um subespaco U de R,[t] tal que R,[t] =W @ U.

(f) Sabendo que o conjunto X dos vectores cuja distinciaa W € 1, é
da forma {uy,+w|we W}U{u, +w|we W} para certos
Uy, u; € R,[7], determine os vectores u, € u,.

04. Seja A € R¥,

(a) Mostre que A> + A+ 1 # 0.

(b) Se as linhas de A constituem um conjunto ortonormado, mostre
que det(A) = +1.



01. Considere

a+1 1 1 1
A=l 1 a+1 1 b=|p]|.
1 1 a+1 p?

(a) Considere a = 0 e resolva o sistema Ax = b (exprima a solu¢io em
funcdo de f.)

(b) Determine, ou mostre que ndo pode existir, um par (a, f) tal que o
sistema AX = b seja indeterminado com grau de indeterminagao 1.

(c) Considere ¢« = —1 e determine a inversa de A.
(d) Continuando a considerar « = —1, e usando o resultado da alinea

anterior, determine, em funcdo de f a solugdo do sistema Ax = b.

02. Resolva em ordem a X a equacio matricial (AXA™' +1)" = A.
(Exprima a solucao em funcao de A.)

03. Seja U = Lga({(1,-1,0,1),(0,1,1,0),(=1,2,1,=1),(1,0, 1, D)}).

(a) Determine uma base de U.

(b) Ter-se-a que (1,1,1,1) € U? Justifique!

(c) Indique uma matriz A tal que (x, y, z, w) € U se e sO se
(x,y,z,w) € Nuc(A).

(d) Seja W um subespaco de R* tal que dim(U N W) = 1. Indique
uma condicdo suficiente para que U + W = R*. Justifique!

04. Considere o espago R,[7] dos polindmios de grau < 2 em ¢ e as bases
p=(,1411+1) eabase candnica B, = (1,t,*). Seja ainda

T : R,[t] = R,[t] a transformacao linear tal que

0 1 1
[Tl =10 2 Of.
0 -1 1
(a) Determine as matrizes My 5 e My 4, de mudanga da base

canodnica para a base B e da base B para a base candnica,
respectivamente.

(b) Determine [T] B
(c) Determine uma base da imagem de T'.
(d) A transformacdo T € injectiva? Justifique!

(e) Indique uma transformacdo linear S : R,[t] — R’ tal que
(1,0,1) € Im(ST).



01. Calcule

R X =
SN X
S O o Q

O QU

g 0

e verifique que este determinante nao depende de x.

02. Considere a matriz

A=

_— = N

0
0
1

i \® B

(a) Determine c,(?), o polinémio caracteristico de A.

(b) Qual o nimero minimo de espagos proprios devemos calcular para
poder decidir se A € diagonalizavel? Justifique!

(c) Determine, se existirem, ou mostre que ndo existem, matrizes P,
invertivel, e D, diagonal, tais que A = P 'DP.

(d) Indique o polinémio minimo de A.

(e) Recorra ao polindmio minimo para decidir se A € ou nado invertivel
e em caso afirmativo exprima A~' em funcdo de A. Em alternativa,
em lugar de usar o polindmio minimo recorra ao teorema de
Cayley-Hamilton.

03. Considere o espago R,[?] dos polindmios de grau < 2 e a funcdo
(ay+ a,t + ayt*, by + byt + byt*) = ayby + 2a,b, + a,b,. (1)
Considere ainda W = LRZ[I]({I —t,1+1}).
(a) Mostre que a fun¢do definida em (1) € um produto interno. Nas

alineas seguintes considere o produto interno definido em (1).

(b) Determine a norma dos vectores 1 — ¢ e 1 + ¢ e o angulo entre estes
dois vectores.

(c) Determine uma base ortogonal de .
(d) Determine a distAncia de 1 + ¢ ao vector de W mais préximo de #2.
(e) Determine um subespaco U de R,[7] tal que R,[t]=W @ U.

(f) Sabendo que o conjunto X dos vectores cuja distanciaa W € 1, é
daforma {u,+w|we W} U {u +w|we W} para certos
Uy, u; € R,[7], determine os vectores u, € u,.

04. Seja A € R¥.
(a) Mostre que A> + A+ 1 #0.

(b) Se as linhas de A constituem um conjunto ortonormado, mostre
que det(A) = +1.



Resolucao de T1+T2

01. Comecemos por proceder a eliminacao de Gauss da matriz aumentada.
Para simplificar a eliminacido de Gauss iremos trocar as colunas 1 e 3 na
matriz dos coeficientes (como se sabe isso corresponde apenas a reordenar as
variaveis do sistema e ndo altera a sua natureza):

X y z V4 y X
a+1 1 1 1 1 1 a+1]1
1 a+1 1 |pl=-| 1 a+1 1 |p
1 1 a+1|p? a+1 1 1 | p

A primeira coluna diz agora respeito a variavel z, a segunda a variavel y, e a
terceira a varidvel x. Continuando:

z y b z y X
1 1 a+1]1 1 1 a+1 1
1 a+1 1 =10 «a - p—1 -
a+1 1 1 | p? 0 —a —a(@+2)|f—(a+1)
z 'y b
1 1 a+1 1
- 10 «a —a p—1
0 0 —a(@+3)|p-(@+D+p-1

(a) Considerando a = 0 e usando a elimina¢do de Gauss anterior tem-se
que
1 11 1
0 0O -1
00 0](B-DB+2)
Para f # 1 o sistema é impossivel e se f = 1 tem-se que o conjunto
solugdo do sistema é

{(x,y,z)|z+y+x=1}={(x,y,l—y—x)|x,y€[R}.

(b) A unica hip6tese de o sistema ter grau de indeterminacao 1 é quando a
matriz dos coeficientes tem caracteristica 2 e o sistema € possivel.
Tendo em conta a eliminag@o de Gauss inicial, isso implica que a = =3
(caso contrario a matriz dos coeficientes ou tem caracteristica 1 ou
caracteristica 3). Fazendo a = —3 obtemos:

1 1 1 1
0 -3 -3| p-1
0 0 O |p+p+1

Mas nenhum destes sistemas é possivel porque > + f + 1 # 0 para
qualquer f € R. Assim ndo existe nenhum par («, ) como o
pretendido.

(c) Para « = —1 obtemos a matriz:



Recorrendo ao algoritmo usual para a determinagdo da inversa
obtem-se:

At =1
2

(d) A solugdo de Ax = b, quando A € invertivel obtém-se considerando que
Ax=bex=A""b.

Assim, a solugdo é

X1 -1 1 171 . —1+p+p
vl=3 -1 1|{pl==1-p+p
z 1 1 —1]|p 1+p-p°

02. Tem-se:
AXA'+ 1) =AcAXA ' '+1=ATe AXA'=AT-1o
SXA'=ATAT— AT X=A"ATA-1.

03. Tendo em conta que € possivel responder com uma tnica eliminacao de
Gauss as questdes (a) e (b) e (c), optamos por colocar os geradores de U
como colunas de uma matriz, e verificar em que condi¢des, o sistema:

I 0 -1 1|x
-1 1 2 0|y

0O 1 1 1]z @
1 0 -1 1|w

€ possivel. Procedendo a eliminacio de Gauss, obtemos:

1 0 -1 1]x 1 0 -1 1 x
-1 1 2 0|y N 01 1 1] x+vy
O 1 1 1|z 01 1 1 z
1 0 -1 1|w 00 0 O|]—x+w

1 0 -1 1 X

. 01 1 1 x+y .
00 0 O|—-x—-y+z
00 0 O] —x+w

(a) Tendo em conta a eliminacdo de Gauss anterior, os pivOs na matriz dos
coeficientes ocorrem nas colunas 1 e 2. Tendo em conta que as colunas
dessa matriz sdo os geradores de U conclui-se que uma base de U
consiste nos vectores (1,—1,0,1)e (0,1, 1,0).

(b) Tem-se (x, y, z, w) € U se e s6 se (2) € possivel, o que acontece se € sO
se =x —y+z=0e —x+ w = 0. Como as componentes do vector
(1,1, 1, 1) ndo satisfazem uma destas condic¢des, concluimos que
(1,1,1,1) ¢ U.



(¢) Um vector (x,y,z,w) € U seesdése —x—y+z=0e—-x+w=0o0u

seja se e sO se
-1 -1 10
(x,y,z,w) € Nuc <l_1 0 0 1] )

(d) Admitindo que dim(U N W) = 1 e sabendo que dim U = 2, se se tiver
que dim W = 3 resulta, do teorema da dimensao que:

dimU + W) =2+3 -1 =4 =dim(R*),
pelo que, neste caso, U + W = R*,
04.

(a) Tem-se que:

1 1 1 1 -1 -1
_ _ -1 _
Mg =0 1 0 e My =M, =10 1 0
0 0 1 0O o0 1
(b) Temos que:

o 2 2

(T, =My slTlgMpgg =10 2 0

0 -1 1

(¢) Tem-se que Im(T") = (EC([T] ﬂcan)ﬁcan. Assim,
Bean
Im(T) = <LR3({(2, 2,-1),(2,0, 1)})) = L2420 = 2,24+ 7).

(d) Considerando uma das representa¢des matriciais (por exemplo [77] ﬁ)
tem-se que a nulidade de [T']; € pelo menos 1, assim a transformagao
ndo pode ser injectiva pois possui um nicleo nao trivial.

(e) Nao é dificil estender a base de Im(7T") para obter uma base de R,[¢]. Por
exemplo, {1,2 + 2¢ — 2,2 + tz} ¢ uma base de R,[7]. A transformacao
S pode, por exemplo, ser aquela que € caracterizada pelas condi¢des:

S(H)=SQ2+2t—1*)=(0,0,00 e SQ+1)=(,0,1).

(Usamos aqui o facto de ser possivel definir uma transformacao linear
(de forma univoca) definido as imagens dos vectores de uma base do
espaco de partida.)



Resolucao de T3

01. Tem-se:
b
;C ;C Z d x a b x a b a b a b
=—g|x ¢ d|+h|x ¢ d|=-gf +h ,
e f 00 £ 00 c 00 d d
g h 00
que nio depende de x.
02.
(a) Tem-se que c,(f) = det(A — t1). Assim:
2—1t 1 0 S .
c,)=(1 2-t 0 [=-(-1) =—(—1)(-3).
1 2-t
1 1 1—1t

(b) Basta calcular E,(1) que pode ter dimensdo 1 ou 2. Se tiver dimensao
1, a matriz A ndo € diagonalizivel, se tiver dimensdo 2 entdo A sera
diagonalizavel.

(c) Calculando os espacgos proprios temos:

1 1O
E,(1)=Nuc||{1 1 0f|=Lg:({(=1,1,0),(0,0,1)})
1 10
enquanto que
-1 1 O
E,3)=Nuc|[ I -1 0 [|=Lg{d,1,D}.
1 1 =2

(d) As duas possibilidades para o polindmio minimo sio (t — 1)*(t — 3) e
(t — 1)(¢t — 3). Visto que a matriz A € diagonalizavel tem que se ter
m,t)=(t—1)t—3)=1"—4t+3.

(c) O polindmio minimo tem A como raiz. Assim,
0=m,(A) = A> —4A + 31. Daqui resulta que A(A — 41) = =31 ou

seja,
A< — %(A—41])) =1.

Assim A é invertivel e A~ = =371(4 — 41).



03.

(a) Fixando a base canonica de R,[?], a matriz de Gram associada a fungdo

dada é:
(L1) (Lry (LA [1 01
G=|{1) (1) 2 |=]0 2 of.
(1) (21) (2.1%) 001
Tem-se que:

1 0 1[5,
(ag+ayt + a,*, by + byt + byr*) = [ay a; a,]|0 2 O[5, ];
00 1flb,

por outro lado, a matriz G € simétrica e os seu valores proprios sao
todos positivos (1 e 2). Assim a funcdo dada é um produto interno.

(b) Tem-se:

== VE+2-12=V3 e [[1+1l=V12+2-12=1/3.

Quanto ao angulo entre os dois vectores:

0 <(1—t,1+t>> ( 1)
_ =arccoS|\ —m—m— = arccos | —— ).
b 1T —=2|l||1 +z]] 3

(c) Recorrendo ao método de Gram-Schmidt podemos considerar os
vectores 1 + ¢ e (1 — 1) — Proj,,,(1 —#). Tem-se que:

- g d-tl+n _ 1 2
(1= 0= Proj (1 =) = (1 =0 = (40 =1- 5t

Uma base ortogonal de W pode entdo ser {1 +¢,3 — 2¢}.
(d) O vector de W mais proximo de #* é Proj,,t*. Tem-se,
Proj,, 1> = Proj, 1> + Proj;_, %,

usando a base ortogonal de W que determinamos anteriormente.
Tem-se entao,
(1 +1) (1?,3 = 2t)

Proj,, 2 = ——— " (1 4; 3-2)=0
e TP s R N P E PN

Assimd(1+£,0) = |[1+7—0| = |[1 +1]| = /3.
(e) Basta considerar U = W*. Tem-se que:
Wt = {ay+a t+a,t* | {ay+a,t+a,t>, 1+t) = ON(ay+a,t+a,t*,3-2t) = 0} =
= {ay+ a;t + a,t* | ay+2a, =0 A3a, — 4a, =0} =
= {a,+a;t+ a2t2 |ag=a, =0} = LRZ[,]({IZ}).

(f) Os vectores u, e u, tém que ser os vectores de W que tém norma 1.
Como ||| = 1 e t* é um gerador de W, concluimos que u, = > e
u, = —1* (ou vice-versa).



04.

(a) Se se tivesse A>+ A + 1 = 0 o polinémio minimo de A seria um divisor
>+t + 1. Como este polindmio € real e ndo tem raizes, a Gnica
possibilidade é ter-se m ,(¢) = t* + ¢ + 1. No entanto, o polinémio
caracteristico tem pelo menos uma raiz real, porque € um polindémio de
grau fmpar e assim, eta teria também que ser uma raiz de t* + ¢+ 1, o
que € impossivel.

(b) Nas condic¢des indicadas tendo em conta como se multiplicam matrizes
e como se calcula o produto interno candnico, resulta que AA™ = 1.
Assim, 1 = |[AAT| = |A||AT| = |A|?, pelo que as tnicas possibilidades
sdo |A| = £1.



