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Instrucoes

O teste tem a duracdo de 90 minutos e durante a sua realizacdo
nao sera possivel abandonar a sala excepto entregando a
resolucao (ndo havendo a possibilidade de retomar a resolucao
posteriormente).

Ndo é permitida a consulta nem a utilizacdo de quaisquer meios
electrénicos (em particular os teleméveis tém que estar desligados
ou em modo de vdo e fora do alcance dos alunos.

A nao observancia desta regras bem como qualquer tentativa de
fraude de outro tipo tém como consequéncia imediata a anulacao
da prova (o que ndo invalida a comunicacdo do incidente a
instancias superiores, com eventuais

consequéncias disciplinares).



Enunciado

1. Considere a matriz

x 2 3
A=|1 x 1].
3 2 x

(a) Sem calcular os determinantes mostre que:

x 2 3 1 0 0
1 x I|l=x+4][1 x—1 0
2 x 3 -1 x-3

(b) Determine os valores de x para os quais A"
¢ singular.

2. Considere a matriz

1 0 -1
A=]10 2 0.
-1 0 1
(2) Mostre que o conjunto dos valores proprios
de A ¢ {0,2}.

(b) Indique, justificando, as multiplicidades
algébricas e geométricas de cada um dos
valores proprios de A.

(c) Determine uma base de R? consistindo
apenas de vectores préprios de A.

(d) Indique matrizes D (diagonal) e P
(invertivel) tais que D = P"'AP.

3. Relativamente a uma matriz A € R sabe-se
que ¢ diagonalizavel, o conjunto dos valores
proprios é {—1,1} e a multiplicidade geométrica

do valor préprio —1 ¢ 1. Indique (sem justificar):

(@) c,(1) (o polinémio caracteristico de A);

(b) mye,(1) (a multiplicidade geométrica do
valor préprio 1);

(¢) o polinémio minimo de A;

(d) A™! expressa em funcio de A.

4. Considere o espaco R* equipado com o produto
interno canénico. Considere x = (1,1,1,1) e U
o espaco das colunas da matriz

1 10
11

0 1 Of

0 01

(2) Determine uma base ortogonal de U.

(b) Determine uma base de U~ (o complemento
ortogonal de U).

(c) O vector (1,1,1,0) € U é o elemento de U
mais proximo de x? Justifique!

(d) Determine d(x, U") (a distancia de x a U*t).

(e) Indique vectoresu € U e w € U™ tais que
X=u+w.

5. Considere o espaco R**? da matrizes reais 2 X 2.
Considere ainda a matriz

—_ o O N

0
0
1
0

(el )
N OO -

Seja B a base canénica de R?2,

(2) Mostre que (A, B) = A;GB,, define um
produto interno em R*?. (Recorde que A P
é o vector de coordenadas de A na base B.)

(b) Relativamente ao produto interno definido
na alinea (a) os vectores

1 0 1 0
A_L 1] ¢ B‘lo —1l
sdo ortogonais? Justifique!
(c) Considerando as matrizes A, B da alinea
anterior e o produto interno definido na

alinea (a), determine o complemento
ortogonal de Ly ({A, B}).



Resolugio

1.(a) Somando a segunda linha & primeira e depois disso a terceira linha a
primeira tem-se:

x 2 3 x+1 x+2 4 x+4 x+4 x+4
1 x 1|=] 1 X 1= 1 X 1 | =
3 2 x 3 2 X 3 2 X
1 1 1
=x+41 x 1
3 2 x

por fim, subtraindo a primeira coluna as colunas 2 e 3, obtém-se:

1 11 1 0 1 1 0 0
x+4|1l x I|=x+4d|l x—-1 1|=x+4|1 x—-1 0
3 2 x 3 -1 x 3 -1 x-3

1.(b) A matriz A" é singular precisamente quando |AT) = |A| = 0. Da alinea
(a) resulta que |A| = (x+4)(x—1)(x—3) que se anula quando x € {—4,1,3}.

2.(a) Temos que

I-¢+ O -1
0 2-¢ O
-1 0 1-1¢

_ _ -t —1|_ )
cs(t) = _—@m‘ql_t_—u—ma

Conclui-se assim que os valores proprios de A sao 0 e 2.

2.(b) Considerando a factorizagio irredutivel de c 4(f) tem-se que m,,(0) = 1
€ my,(2) = 2. Determinando os espacos préprios associados a cada um dos
valores proprios obtemos:

E4(0) = Nuc(A) = Lgs({(1,0, 1)})

E,(0) = Nuc(A - 21) = Lps({(~1,0,1),(0,1,0)}).
Concluimos entdo que my,(0) = 1 € my,(2) = 2.

2.(c) Unido as bases dos espacos proprios obtemos um conjunto linearmente
independente, {(1,0, 1),(-1,0,1),(0,1,0)} que, tendo 3 vectores é neces-

sariamente uma base de R3.

2.(d) Podemos considerar:

0 00O 1 -1 0
D=|0 2 0 e P=|0 0 1.
0 0 2 1 1 O

3.(a) O polinémio caracteristico tem que ser ¢ () = —(t — 1)*(t + 1).

3.(b) Tem-se que mye,(1) = 2.

3.(c) Uma vez que A é diagonalizvel, o polinémio minimo de A é

myt)= (-1t +1)=1.



3.(d) Como m 4(A) = 0 tem-se que A> — 1 = 0 ou seja A*> = 1. Assim,
A=A

4.(a) Podemos usar o método de ortogonalizacio de Gram-Schmidt, consi-
deraremos a lista inicial u; = (1,-1,0,0), u, = (1,1,1,0) e u; = (0, 1,0, 1).
Note-se que u; L u, pelo que uj = u, e u; = u,. Por fim,

= (O, 1, O, 1) - (PI‘Oj(L_LO’O)(O, 1, 0, 1) + PI‘Oj(l’l,l’O)(O, 1, 0, 1)) =

—(0,1,0,1)— ( - %(1,—1,0,0) + %(1, 1, 1,0)> -

=(0,1,0,1) — (-1/6,5/6,2/6,0) = (1/6,1/6, -2/6, 1).
Assim, uma base ortogonal para EC(A) pode ser

{(1,-1,0,0),(1,1,1,0),(1,1,-2,6)}.

4.(b) Uma vez que estamos a lidar com o produto interno canénico em R,
tem-se que Ut =Nuc(AT). Ou seja,

1 -1 00
Ut=Nuc|l 1 1 0|=Lg({(=1,-1,2,D}).
0 1 01

Uma base de U+ consiste assim do vector (=1, —1,2, 1).

4.(c) O elemento de U mais proximo de x = (1,1,1,1) é a sua prOJecgao
sobre U. Tem-se, portanto, que (1,1,1,0) éem U o elemento mais préoximo
de (1,1,1,1) se e sé se

1,1,1,0) =Proj,(1,1,1,1) = (1,1, 1,1) = Proj,;.(1,1,1,1) =

(1,1, 1) = Proj_y _o(L L1, 1) = (1, 1,1,1) %(—1, ~1,2,1) =
= (8/7,8/7,5/7,6/7),

pelo que a resposta a questio ¢é negativa.
4.(d) Tem-se que
d(x,U"b) = ||Projyx|| = ||x — Projy.x||.
Basta agora usar os calculos da alinea precedente, onde calculimos Proj; . x.
4.(e) Como se sabe u = Proj,x e w = Proj, . x. Assim,

X = (x = Proj;.x) + Projy. x.

5.(2) Para que a expressio indicada determine um produto interno em R*?
é condicio necessaria e suficiente que G seja simétrica i.e., G = G'(o que
obviamente acontece) e que os seu valores proprios sejam todos positivos.
Tem-se:

2t 0 0 1

0 1—-t 0 0 2-t 0
=] o 1o, o|=0-nl0 1-1 0=

1 0 0 2-¢ 02—t




=(t— 1> -4t +2).

=O_D22;t 1

2—1t

que s6 tem raizes positivas.
5.(b) Tem-se:

iAo SJp=tro

1
=[1 01 1] 8 =0,
—1

—_ o oM
S o= O
o= O O
N OO =

pelo que as matrizes A e B sdo ortogonais.

4.(c) Trabalhando no espaco de coordenadas procuramos vectores (x, y, z, W)
tais que, do ponto de vista do produto interno determinado por G se tenha
que (x, y, z, w) seja ortogonal a (1,0,1,1) e a (1,0,0, —1). Ou seja,

2 0 0 1701 3
0=[x y z w] 8 (1) (1) 8 (1) =[xy z wl (1) =3x + z + 3w,
1 0 0 2111 3
2 00 111 1
01 0 0] O 0
0=[x y z w] 001 ollo =[x y z w] 0 =X—Ww,
1 00 2f]1-1 -1

Ou seja, os vectores de coordenadas dos elementos em Lz ({ A, B})* sio os
vectores (x, y, z, w) que satisfazem as condi¢des 3x+z+3w =0ex—w =0
ouseja w = x e z = —4x. Sdo portanto os vectores da forma (x, y, —4x, x)
vectores estes que constituem um subespago de R* que tem como base o
conjunto {(1,0,—4,1),(0,1,0,0)}. Concluimos entio que:

Lszz({A, B})J_ = LR2X2 <[_14 (1)] ’ lg él) ’



